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1 Geomeetria

1.1 Koordinaatteisendused
1.1.1 Pinnaelement koordinaatteisendusel

Uleminekul koordinaatsiisteemilt (x, y) uutele koordinaatidele (u = u(x, y),v =
v(x, 1)) teisenevad véikesed koordinaatide sihilised 16igud nii:

du\ _ (uy uy,)(dx
)= ) w
kus paremal poolel esimene on vastavate osatuletiste maatriks (jakobjaan 7).

Pinnaelement avaldub
dudv

|detJ1’

kus | det J| = dudvsin(iz, v) on kahe lithikese 18igu du ja dv poolt defineeritud
elementaarpindala. Analoogiline seos kehtib ka korgemate mootmete puhul.

dS = dxdy = (1.2)

1.2 Kolmnurk
1.2.1 Seos kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel

a® + b* — 2ab cos Yy = . (1.3)
Téisnurksel kolmnurgal, kui y = 90°, kehtib Pythagorase teoreem:

a?+b* =2 (1.4)

1.2.2 Kolmnurga pindala

Kui kolmnurk on tasandil antud kolme punktiga (0,0), (X4, Ya) ning (Xz, Y3)
siis kolmnurga pindala on

Xa Ya

1 1
S:§|XA'YB_YA'XB|:EabSXB XB

: (1.5)

Tdestus: joonista kolmnurk vélja ja vaata, millised pindalad kirjeldab determi-
nant.

1.3 Muud
1.3.1 Joone kdverus
Parameetriliselt antud joone koverus:

B x/y// _ y/x//
k= (x’2 + y,z)s/z (1.6)



2 Analiiiis
2.1 Logaritm
Logaritmi omadused:

logx* =alogx  ning log(xy) = logx -logy

2.2 Limits

1o
fim e T

where ¢(-) and ®(-) are normal density and distribution functions.

Proof. The fraction can be written as

b@) oM
1=0@) [T ¢(s)ds

The integral can be expressed as the Rieman limit

f ) $(s)ds = lim [6(x)5 + Pl + )5 + plx +26)5 + ... |.

Using the expression for ¢(-) we get
P +0) = Plx)e e

and hence we may write the denominator in 2.2) as

. — 52 _ _ 452 _ _052
xqb(x)})ln(}[1+e W02 | @ 207AY2 4 o=3X06=90 /2+...]6.
—

This expressions e ™

(2.1)

2.2)

, €72 and so on for a geometric sequence with sum 1/(1 —

e ™) ~ 1/x6 as x6 — 0. Accordingly, we let 6 — 0 and x — oo in such as way
that x50 — 0. We have to show that the other terms e”/2 do not “disturb” the

geometric sequence too much.

Now find n*, starting of which the residual sum on the geometric sequence

1+e ™ +e 294 islessthan ¢ > 0:

(o8]

log ¢ + log(1 —e™
Ze‘”"6<e = - o1~ e)

{ x0
n=n
choose n** > —k;fé{ +1 > n*. Now find
#x2 <2 2. . 2
neo loge _loge &
= +0 + =
P TEP e x 2

Because all the terms in parenthesis converge to as x — co and 6 — 0, the expo-
nent converges to 1. Hence, at the limit, the Rieman sum is solely determined
by the geometric sequence, and we have denominator in (2.2) equal to ¢(x). O



2.3 Differentiation
2.3.1 Tuletis mingis suunas (directional derivative)

S flx+hu) — f(x)
fogu) = }gr(}f (2.3)

2.3.2 Jakobiaan (Jakobian determinant)

oh  If o
I i, f) ol R
T ) detDf(x) = : : : (2.4)
ofh  If o
ox, o, ox,,
2.3.3 Umbrikuteoreem (envelope theorem)
Olgu M defineeritud kui optimum funktsioonist f:
M(a) = max f(x,a), (2.5)
kus a on parameeter. Siis
dM(a)  Jdf(x",a)
da ~  oa 26)
x*=x(a)
2.3.4 Elementaarfunktsioonide tuletised
tang’ = . 2.7)
~ cos2¢ )
arctanx’ = ! (2.8)
T o1+a2 ’
2.3.5 Normal Density Related Derivatives
One-Dimensional Case
Lot = 6w 29)
dx = ¢ '
(57 = ()5
— = —= 2.10
dx ( o ) o\ o ¢ o 210

Multi-Dimensional Case Letx = ( 2 ), 2= F17 q ] be the 2-dimensional

variance-covariance matrix and ¢ (-, -) the 2-D normal density, defined in (£.105):

pX2 — X1
— 12

9
8_x1¢(x' %) = ¢(x, ) (2.11)



J _ P rs—1 Xixo | _
aqu(x,Z) = ¢(x,2)[1 — (1-257")+ T pz] =
P P 2 2 X122
= > - -2 2.12
(P(xl )[1 _ pz (1 _ pz)z (xl pxlxz + xz) + 1 _ p2:| ( )
2 _ (x1 = px2)(x2 — px1) P
Qxlﬁxz qb(x/ z) - (P(x/ z) [ (1 _ p2)2 1 _ p2 (213)
2.3.6 Derivatives of Gamma Function
I'(x) = p@IE) (2.14)
() = T[yE+¢*e)], (2.15)
kus 1(x) on digamma funktsioon.
2.3.7 Uldised diferentseerimisreeglid
P66rdfunktsiooni tuletis
d 1 1
—f )= —— = (2.16)
dv L@y U0

Mitmekihilise (liit-) funktsiooni tuletis Olguv = v(b)ja f(v) = f(v(b)) = g(b).
Tuletised:

dg I do_

b %'%=f’(v(b))~v’(b) (2.17)
g g [0\ 9f v
FT a_(%) * S0 o (2.18)

2.4 Integreerimine

Leibnitzi reegel

b(x)
7 o fyydy = flb)]b'(x) - fla(x)la’(x) (2.19)
0 b(x)
e o fly,x)dy = flb(x),x]t'(x) = fla(x), x]a’(x) +
b(x) 0
+ f( , af(y»f) dy (2.20)

2.4.1 Jaotusfunktsioonide integraalid

Normaaljaotus Todestuseks tuleb kirjutada ¢(-) lahti.

f P*(x)dx = %qn( V2x) (2.21)



[ x¢(xo” x—w[@(b%”)—@(%”)
o))

fngb(x) dx = —x¢(x) + O(x)

b
f x2¢(x) dx = ag(a) — bp(b) + D(b) — D(a)

a

[eofg)o=—ssfe) oot
I: xqu(%)dx = o(u? + 0?)
j:: eax(p()%) dx = eawlgzaz

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

t
[ owtogouau = 3 106) - o010 +10g20) + 3 [166) - 5006

Toestus: integreeri ositi

f t P(u) log p(u — ) du = % [D(s) - D(B)] (1 +log2m + p?) +
+ 2 (160~ 566)] + 1[0 - 0]

f xqbz (x)dx

1
= —§¢2(x)
qu(x)CD(x) dx
1

= E(DZ(X)
f xP(x)D(x) dx

= PP + (V2
f x2¢(x)®(x) dx

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)



= %CDZ(x) — xp(X)P(x) — %¢2(x) (2.39)
Log-normal density Let f(-) be the log-normal density.

fumxf(x)dx:fub 1(@)2] dx =

1
exp|—-=
V2ro p[ 2 Y

1-0 (_108’1;#—02 ) 1
=—  lewti® (240)
loga—u
1- o (=E)

b b 2
1 1 (logx—p
X (x)dx:f ex ——(—) dx =
I , Vo p[ 2\ "o
— -2 oy — A2
_ ebithe? [_cp(—log” Ko )+ cp(—logb £-7 )] (2.41)
o o
2.4.2 Other integrals
' 1
—-rT _ = _ ot
foe dT = r[l ] (2.42)
dx X 1 1
— —dxr==+———— - —In(p +ge~ 243
(P + qax)Z p2 ﬂP(P + qeax) apz (p q ) ( )
flogxdx =xlogx —x (2.44)
fe‘”xdx = % [1-e™] (2.45)
f xe*dx = xe* — " (2.46)
f xe ¥dx = —xe* —e* (2.47)
f xe* dx = fe“" - lze‘”‘ (2.48)
a a
b
f xe" dx = 1 [e"‘b (b - l) — e (a - l)] (2.49)
. a a o
2 aa 1 2 ax 2 ax
xe®dx = —x e - — | xe™dx (2.50)
a a
b
f x*e® dx = 1 e (v - %+£ — e (az—z—a+ 3) (2.51)
. ! a a? a a?
f e Frdy = L@+ 1) (2.52)
0 ‘Ba+1



Let f(-) be a distribution function and F(-) the corresponding survival function:

fcb [f(x) j;x w(y) dy] dx = fcbﬁ(x)w(x) dx

00

e“logzdz =c~ —-0,5772
0

Euleri konstant

2.4.3 Uldised integreerimise reeglid

Muutuja vahetus integraali all Olgu vaja tile minna muutujatelt (x; ...

muutujatele (y1, ..., yn). Sel juhul

ff(xl,...,xN)dxl ...dXN =
v

dy;...d
:ff[yl(xlw~-/xN)/---/]/N(xlz'-wa)]yl—yN:
v T

_ dyldyN
_j‘;g(y‘l//yN) |j| 7

kus
3(y1, e /yN)
a(xll e /xN)

on koordinaatteisenduse jakobjaani absoluutvaartus.

\J1 =

2.4.4 Analiiiitilised funktsioonid
Gammafunktsioon

[(p) = f AP~temAdA
0

Gammafunktsiooni omadus:

I'(p+1)=pIp) =p!

Toestus: integreeri ositi.

Digamma funktsioon

gl@) _

— dlo — 1 foo a-1 =X, d
P(a) = T @ Jo x""e " log xdx.

Digamma omadus:
1
Yla+1)= 2 + Y(a).
Digamma arvvéaartused:

(1) =-0,5772  P(2) = 0,4228
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(2.53)

(2.54)

,XN)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)



Beetafunktsioon

T'(w)T 1

kusjuures p > Oja g > 0.

2.4.5 Laplace’i teisendus

Laplace’i teisendus juhusliku muutuja X jaotusfunktsioonist on
Lg(s) = Ee™X = fe_sxdFX(x).
Laplace’i teisendus on sama mis momendifunktsioon.

2.4.6 Numbriline integreerimine

Monte-Carlo integraal Olgu vaja leida

b b
1= [ fwar=0-0 [ fo; dx= G- Blf00)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

kus X ~ U(a,b). Valimis suurusega N olgu x1,...xy ~ i.i.dU(a,b). Siis inte-
graali hinnanguks on funktsiooni védrtuste keskmine ja veahinnanguks tema

standardhilve valimis:

1 N
v = -5 ) fx)
i=1
— b-a)? 1 & 1.7
Varly = ( Na) Niﬂ [f(xi)_NIN]

11
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2.5 Optimisation

2.5.1 Second-order maximum/minimum conditions for constrained optimi-

sation
The problem is
maxz = f(x1,xp,...,X
f(l 2 n) (2.67)
s.t. g(x1,x2,...,x,) = 0.
Corresponding Lagrangian is
Z = f(x1,x2,..., %) — AQ(X1, X2, ..., Xy). (2.68)
Corresponding bordered Hessian is:
0 & & o &n
St Zn Zi ... Zn
||I||= & ZIn Zyp ... Zyy (2.69)
n an ZnZ Znn
and successive principal minors are:
0 &1 &
- g1 & - Zy Zyn Z S -
Fol = o Zn Zo| [Re|=[S 20 22 Zol R R
% Zor oo B¢ 21 22 23
93 2y Zzn Z3s
(2.70)

The second derivative d?z is positive definite iff

H, <0, H;<0, ..., H,<0,
and negavitve definite iff

H,>0, H;<0, H,>0,

Note that H; is always negative.
Proof:|Chiang (1984).

12



2.5.2 Optimal control (dynamic optimisation)

The problem is:
T
max f F(t,y,u)dt
u 0
. (2.71)
sty = f(t,y,u)
y(0)=A y(T) free.
Corresponding Hamiltonian is
H(t,y,u,A) = F(t, y,u) + A(t)f(t, y, u). (2.72)

The first order conditions for optimum are

1. max, H(t,y,u,A) Vt e [0,T] or, less generally, %’ = 0 (optimality condi-
tion).

2. 9= % (equation of motion for y).
3. A= —%—P; (equation of motion for A).

4. A(T) = 0 (transversality condition).
Proof:|Miller (1979)

2.5.3 Newton-Raphson maximization

Non-linear continuous function of N-dimensional parameter can, under suit-
able assumptions, be approximated as N-dimensional parabola. When running
non-linear maximization, we may approximate the function in this way at the
initial value of the parameter vector. The maximum of the approximation can
be used as the initial value for the next step.

Let us maximise a function /(9) where 9 is a N-dimesional parameter vector.
Let the initial value of the parameter be §¢. From Taylor’s approximation:

. o)
1(9) ~ 1(%0) + —¢

31(9)
2999

(=90 + %(8 -9 ®=9) (2.73)

9=9

9=9

At the maximum 9I(9)/d9 = 0 and hence the parameter value at the maximum
(the initial value for the next iteration):

21(9)

3999 (2.74)

\91=\90—[

r ol(9)
s 99

9=9,

The algorith requires either programming the analytical Hessian matrix
2
%, or calculating the Hessian matrix by numeric differentiation. The first

way may be complicated, the latter one slow and subject to numerical errors.

13



BHHH maximization BHHH is a particular version of Newton-Raphson al-
gorithm, suitable for maximizing log-likelihood function only. BHHH uses the
information equlity for approximating the Hessian:

2| ol(9)
E[asas’L o _E[W

al(9)

9=9 819

} (2.75)
9=9,

This algorithm does not require Hessian matrix (this is approximated). How-
ever, it typically requires around 10 times more iterations for convergence
as the approximation may be quite imprecise when initial values are far off
the target. Note also that while the estimates are exactly the same as in the
case of NR algorithm, the standard errors may be different on a finite sample
(Calzolari and Fiorentini, 1993).

14



3 Algebra

3.1 Mboisted
proper subset A on B proper subset kui A € Bkui B € A.

proper subspace Kui A ja B ja A on B proper subset. Nditeks tasandi tdeline
(lineaarne) alamruum on sirge.

3.2 Tehted hulkadega

[ﬂ A]C = UAC (3.1)

A€F A€eF
C
[U A] = (A (3.2)
A€eF A€eF
A\B = AnNB* (3.3)
3.3 Lihtsam algebra
Newtoni binoomvalem
1 n s
(@+b)" = (l,)a” iy, (3.4)
i=0

n . . . . . n _ ; _ |
(}) on kombinatsioonide arv n elemendist i kaupa (7) = C, = %5

Geomeetrilise jada summa

1
1-gq
Toestus: kir]uta vilja ¢S, lahuta ja avalda S. Markus kui jada on kujul &’ =
q+q*+q + ..., siis S’ = gS. Oluline erijuht kui g = =

S=1+q+g*+q +...= (3.5)

1 1
= —t ... =1+ - .
S St - (3.6)
(3.7)
1_)2
; (1- P)
Toestus: kui S on antud summa, siis avalda S —pS . ..
Eksponent piirvddrtusena
a n
fim (1 N E) 3 (3.8)

Toestus: arenda Newtoni binoomvalemiga ritta, arvesta (3.9).

15



faktoriaalide jagatis

nt 39
nglgo(n—m)!_n (39)

Markus: siin on eeldatud, et m /4 oo. Jaga ldbi, arvesta, et n — 1 = n. Seose
erijuht:
. on n! n™
Iim — =lim ——— = —. (3.10)
n—eo . n—eo (n—m)lm!  m!

3.4 Tayloririda

Taylori rida Iga funktsiooni voib punkti xy timbruses esitada astmereana:
1
fl) = f(xO) + f (ko) = x0) + 5 7 (xo)(x = x0)° + ... =

Toestus: kirjuta samasugune astmerida tundmatute kordajatega vélja, vorruta
f(x — x0)-ga ja vota jdrjest tuletisi. Taylori rea erijuht, kui xo = 0 on McLaureni
rida:

f(x) = f(0) + f'(0)x + % F7 )% + ... = Z f<f>(0)’l,i;. (3.12)

i=0

Eksponendi astmerida

1 o X
ecf=1+x+ x +—x +. Zx—' (3.13)
i=0

Tdestus: arenda e* Taylori ritta.

Eksponendi piirvaartus
lime* =1+x. (3.14)

x—0

Toestus: eksponendi astmereast. Markus: piirvadrtus 1 + x on koige tavalisem,
mida on vaja kasutada. Olenevalt iilesandest tuleb arvestada rohkem (v6i ka
vahem) astmerea liikmeid.

Logaritmi astmerida

-1 @=1 @-D

Inx=(x-1)- o 3 1

(3.15)

Tdestus: arenda Taylori ritta xo = 1 timbruses.

16



3.5 Summade astmed

2

N N N
_ 2
xi| =) xj+ Z XiX; (3.16)
i=1 i=1 i;j=1
i#j
N VY N N N
Z xi| = Z xf’ +3 Z xix]2. + Z XXXk (3.17)
i=1 i=1 i;j=1 isjik=1
i#] i#j;jkki
N O}V N N N N
Zx,- =fo+42xix§’+32xfx?+6 Z xix]-xi+
i=1 i=1 ij=1 i;j=1 iijik=1
i#j i#j i# ] jkk#i
N
+ Z XiXjXiX] (318)
i; k=1
i;j;k;1#

Uhekordsetes summades on N liiget, kahekordsetes N(N — 1), kolmekordsetes
N(N - 1)(N - 2) ning neljakordses N(N — 1)(N — 2)(N - 3).
Tuletuskaik lahtub viimasel juhul niisugustest motetest:

o Kui komponentide indeksid ei tohi olla vordsed, siis on jargmist kompo-
nenti vdimalik valida tihe vorra vahem

e Esimesel liikmel vetakse sisse koik komponendid, seega on C; varianti.

e Teisel lilkmel on kaks komponenti (x; ja x;), ithte vOetakse kolm korda,
teist korra. Seega tuleb valida iiks, mis iga kord vélja jdetakse. Seega C;
vOdimalust.

e Kolmandal litkmel valitakse mdlemad komponendid kahe kaupa. Kokku
on C; = 6 vdimalust kahe kaupa valida, kuna aga pole vahet kumb
komponentidest on kumb, siis jddb jarele pool nendest.

e Neljandal liikmel on kolm komponenti, ruutliikme valimiseks on C; = 6
voimalust. Kuna teised liikmed on esimeses astmes, siis on kiill vahe,
kumbad me vélja valime. Ja&b 6.

e Viimane, kaiki iiks kord, C; = 1.
Kui X ~ i.i.d, siis

N

2
E Z x,-] = NEX*+ N(N - 1)(E X)* = N*(E X)* + NVar X (3.19)

17



3.6 Maatriksalgebra

-1
1 Ay —a
Al | fn 42 _ L 22 21 3.20
[ ax an Al | —a12  an ( )
-1
A B E-! -E"'BD™!
|:C D] = [_D_1CE_1 F_l ] N kus (321)
E=A-BD'C
E'=A"+A"BF'CA™
F=D-CA'B
F'=D"'CE'BD"
(3.22)
3.7 Maatriksite ja vektorite diferentseerimine
Definition: let A be a scalar and x a K X 1 vector. By definition
ai
A 1
= ... 2
. g (3.23)
Irk
More results:
ox
=1 24
E (3.24)
Ip'x
W =X (325)
JdAx JAx
— =A — =A .
ox’ ox (3.26)
ox'x ox' Ax
e x+xl =2x E (A+ A (3.27)

Oluline: tihte korrutamist ei tohi teiseks muuta. Nditeks kui avaldis sisaldab
nii maatrikskorrutist kui skalaariga korrutamist (skalaariga korrutamine on
pohimotteliselt sama mis Kroneckeri korrutis ®), ei tohi endist skalaariga ko-
rrutamist diferentseerimise jérel tdlgendada maatrikskorrutisena. Mis siis et
skalaari asemel on niitid maatriks:

d ., Ip'x
— [)0y]l=—=50y=x0y=yx". 3.28
o LE¥®vl= 55y y=y (3.28)
Skalaariga korrutamisel korrutatakse koik maatriksi elemendid labi sama skalaari-
ga, seega paile tuletise votmist tuleb kdik vektori y elemendid 1abi korrutada
tuletisvektoriga x’.

18



3.8 Vorratused
3.8.1 Holder’s inequality

Let X and Y be random variables.

EIxY| < [B[xF]) (E[xis]) (3.29)

3.8.2 Jenseni vorratus

Ef(x) < f(Ex), (3.30)

Kui f(x) on kumer.

Kolmnurga vorratus
e+ yl < |x| + |yl (3.31)

3.8.3 Cauchy-Schwartzi vorratus

| <x,y> 1<kl Iyl (3.32)

N ab) < (Y a) (Y b (3.33)

<x,y>= fx-ydx x|l = V< x,x >

For sequences

For functions:

Vektorkujul:
(a-b)* < |lalP(Ibl]? (3.34)
ehk siis ka 5 5z
iAiZi iaizi
Z 2z, 2 — =5 — (3.35)

- ; a;
i L]

3.8.4 Inequalities, containing exponent

Proof in most cases by analysing the corresponding function.

e">a (3.36)
l-e"<a (3.37)
1-eMe'<a (3.38)
(1+a)e" > (1+2a) (3.39)
(1+a)e<1 if a>0 (3.40)
(a-1)" > -1 if a>0 (3.41)
(1+a%e™ <1 if a>0 (3.42)
e'—et<—a+b if O<a<b (3.43)
e“—eb:(a—b)+%(a2—b2)+%(a3—b3)+... (3.44)
2@-b) if azb (3.45)

19



et —beza-b if azb (3.46)
a*e’ —1?e" = a* — b* +ab(a - b) + %azbz(b —a)+ iazbz(bz —a®)+...

if bza (3.47)

20



4 Jaotused
4.1 Moisted

4.1.1 Stohhastiline domineerimine

Olgu F ja G jaotusfunktsioonid. G esimest jarku domineerib F-i kui G(x) <
F(x) Vxehk G(x) > F(x)Vx. Laias laastus annab G suuremad vaartused kui F.

4.1.2 Sé6ltumatud juhuslikud muutujad
Xja Y onsodltumatud & f(x,y) = fx(x)fy(y) © F(x,y) = Fx(x)Fy(y).

4.1.3 Expectations

Let support of random variable X be [a, b]. Expectation of X
b
EX= f x dFx(x)

b
=a+ f Fx(x)dx.

Law of iterated expectations

E[E[YIX]] = E[Y]

4.2 Jaotustest iildiselt
421 Momendifunktsioon (moment generating function)

MGEF avaldub tthemdd&tmelisel juhul:

M,(s) = Ee™ = fes"f(x)dx.
Momendifunktsiooni omadused:
M) =Ex M/(0)=Ex* M"0)=Ex"
Kasulik asi on ka log x-i momendifunktsioon:
Miog(s) = Ee’los = Ex°.

N-modtmelisel juhul avaldub MGEF:

N
M(Sllsz,. . .,SN) = ]Eez SiXi

- f---fes”“e“’z"z...esNx”f(Xsz,---,XN)dxldx2--~dXN-
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4.2.2 Kumulandifunktsoon (cumulant-generating function)

KGF avaldub MGF-i kaudu:
K,(s) = log M(s) vOi K(s1,52,...,5n) = log M(s1,52,...,5N)- (4.8)

KGF-i omadus (tthemddétmelisel juhul):

K.(0)=Ex (4.9)
K/ (0) = Varx (4.10)
K/(0) = E(x - Ex)® (4.11)
ja kahemoodtmelisel juhul:
d’K(0,0)
351852 = COV(X1,X2). (412)

4.2.3 Juhusliku muutuja funktsiooni jaotusfunktsioon
Olgu juhuslikud muutujad X ja Y kusjuures X = X(Y). Siis
Fy(x) = Pr[X < x] = Pr[X < x(y)] = Fx[x(y)] = Fy(y) (4.13)
ja
) = 3 4 dx
) =F) = g BB = RO = fE@Ig. @19

4.3 Uhemddtmelised diskreetsed jaotused
4.3.1 Bernoulli jaotus

Koige lihtsam kulli-ja-kirja jaotus. Olgu stindmuse A tdendosus p. Siis juhuslik
muutuja

(4.15)

1 kui A,
10 kui A.

on Bernoulli jaotusega, kusjuures EY = pja VarY = p(1 - p).

4.3.2 Binoomjaotus

On N tihesuguse soltumatu Bernoulli jaotusega juhusliku muutuja summa
jaotus. Olgu X = YN Y; kus Y; on Bernoulli jaotusega parameetriga p. Siis

Pr(X=x) = (IJ\Z )px(l -pN™* xe{0,...,N} (4.16)
EY = Np (4.17)
E(Y-EY)> = Np(l-p) (4.18)
E(Y-EY)> = Np(l-p)1-2p) (4.19)
E(Y-EY)* = Np(1-p)(-1+3p-3p? (4.20)

Toestus: tihe katse korral kirjuta lahti (y — p)", arvesta et Ey" = p (i # 0). N
soltumatu katse korral momendid liituvad.
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4.3.3 Diskreetne jaotus

Jaotus kus juhslikul muutujal voib olla 16plik hulk diskreetseid véartusi.

4.3.4 Geomeetriline jaotus (Geo(p))

Geomeetriline jaotus kirjeldab mingi hulga Bernoulli jaotusega suuruste jérjest
esinemist. Olgu stindmuse tdendosus p. Tdendosus, et jarjest toimub 7 stind-
must ja seejdrel stindmuste jada katkeb on:

fn) = (1 -py. (4.21)
Jaotuse omadused:
1-
En = 7” 4.22)
1-p
Varn = 7 (4.23)

4.3.5 Multinoomjaotus

Olgu tiksikul katsel M v&imalikku tulemust A; ... Ay vastavate tdendosuste-

ga p1...pum, kusjuures YMp; = 1. Olgu N-katselises seerias N; realiseerunud
stiindmuste A; arv. Siis:

EN; = Np; (4.24)
VarN; = Npi(l - Pz) (4.25)
COV(NI', Nj) = —Np,'p]‘ (4.26)

Toestus: momentide arvutamisel voib multinoomjaotuse taandada binoomjao-
tuseks, kovariatsiooni jaoks kirjuta definitsioon lahti, arvesta et EA;A; = 0.

4.3.6 Poissoni jaotus

Poissoni jaotusega on séltumatute stindmuste arv ajaiihikus. Kui ajatihikus
toimub keskmiselt A stindmust, siis tdendosus, et toimub n siindmust aja ¢
jooksul on:

ef/\t A"
fn)=pp(n) = —YE, ) (4.27)
Pyn) = Y pys) (4.28)
s=1
Jaotuse omadused: jaotus on log-kumer,
En=At Varn = At (4.29)

Toéendosus, et mingi aja f jooksul ei toimu tihtegi stindmust, f(0), on eksponen-
tjaotusega &(A).
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ML-hinnang: Kui vaatluse i jooksul, mille kestus on ¢; toimub #»; stiindmust,

siis kdigi vaatluste ML hinnang on:

N . s X
A= 5 ja Var A = T 1)
Poissoni summa tuletis aja jargi: Olgu
o A
(=) Q) e = EQE)
s=0 '
siis
P 5-1
500 = A Z [Q(s +1) = Q)] pp(s) = AQE)Pp(S) =
s=0
s
= 1)Q6)[pps = 1) = p6)] = AQO)p,(0)
s=1
d
SPS) = =g
2 s) —App(s) kuis=0
PP —Apy(s) + Apy(s —1) kuis >0
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44 Uhemddtmelised pidevad jaotused
4.4.1 Eksponentjaotus &(O)

Eksponentjaotus kirjeldab konstantse kiirusega hdabuvaid protsesse. Téendo-
sustihedus:

f(t) = 0e7?, t>0,0>0 (4.36)
jaotusfunktsioon:
Fty=1-¢"%, (4.37)
momendifunktsioon:
Mr(s) = =, s<0. (4.38)
1-5
Momendid:
1
ET = = 4.39
5 (4.39)
ET? = 2 4.40
= 2 (4.40)
Var (T - E(T))* = %. (4.41)

log T on esimest liiki ekstreemvaartuste jaotusega. log T-ga seotud suurused
on:

I'(s+1
Migr(s) = 100 “42)
Kiogr(s) = logl'(s+1)—slog0 (4.43)
ElogT = y(1)-log0 (4.44)
VarlogT = ¢’(1), (4.45)
kus 1) on digamma funktsioon.
Kui z1 ~ 8(91) ja Zy ~ 8(92) siis
1 . _
log zZ1 — log Zy ~ m A(X), kui 61 = 92 (446)

Toestus: arvesta et Pr(z1/z, < a) = Pr(z1 < azy) ja integreeri.

4.4.2 Esimest liiki ekstreemvaiirtuste (log-weibulli) jaotus

(Type-1 extreme value distribution). Selle jaotusega on log T kui T ~ &(1). Tihe-
dusfunktsioon:

flx)=e e, (4.47)
jaotusfunktsioon:
Fx)=1-¢"°". (4.48)
Omadused:
Ex=-c~0,5772 (4.49)

Jaotuse maksimaalvaartus (mood) on kohal 0. Momendifunktsioon:

P(s) =T (1 +1is) (4.50)
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4.4.3 F-jaotus F(n1,1ny)
F-jaotus tekib kahe x? jaotusega suuruse jagamisel. Kui wy ~ x5 jaws ~ x2, siis
w1

"L« F(n1,n). (4.51)

w2
h2

Tihedusfunktsioon:

) = — (4.52)

4.44 Gammajaotus G(a, )

Kasutatakse heterogeensuse kirjeldamiseks kestusmudelites. Téendosustihe-

dus:
1 1

1= "

a—le—

==

x>0, (4.53)

a > 0 kirjeldab kuju ja f > 0 on skaalaparameeter. Mdrkus: ménikord kasu-
tatakse ka parameetreid (a, %).
Momendifunktsioon ja ootused:

1
M,(s) = FoDr (4.54)
Ki(s) = -alog(Bs—1) (4.55)
Ex = pa (4.56)
Ex* = fa@+1) (4.57)
Varx = p*a. (4.58)

log x kirjeldav momendifunktsioon ja ootused:

r
Mlogx(s) = (;(;)a) ﬁs (459)
Kiogx(s) = slogp+logl'(s +a)—logI'(a) (4.60)
Elogx = logp+y(a) (4.61)
Var logx = ¢'(a) (4.62)

Erijuht on normaalne gammajaotus, mille keskvadrtus on 1. Sel juhul

a:%zq (4.63)
ja jaotusfunktsioon
fu(x) =7 %ﬂ)x”‘le_”x. (4.64)
Sel juhul:
Ex =1 (4.65)
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Ex* = 1+ % (4.66)

Var x

1
- (4.67)
n

Teine oluline erijuht on y2-jaotus. Kui a = % ja p = 2, siis X jaotusfunktsioon
on

1 k1 _Y
yilet, (4.68)
(%)

1
() =—
f X > %
Tolle kohta 6eldakse x?(k) jaotus.

4.4.5 Hii-ruut jaotus y?(k)

x2(k) jaotus tekib kui liita kokku k normaaljaotusega juhusliku suuruse ruutu.

Jaotusfunktsioon:
1 1

2: T(%)

k
27 la™

[N

fr(x) = (4.69)

y

44.6 Log-normaalne jaotus LN(u,0?)

Log-normaalse jaotusega on juhuslik suurus, mille logaritm on normaaljao-
tusega. Tihedusfunktsioon:

1 o % [ (1085‘!‘) ]2 ‘

2(x) = (4.70)
4 V2mox
Omadused:
Ex = etz @.71)
Varx = eX*7(e” —1). 4.72)
4.4.7 Log-iihtlane jaotus
Kasutatakse palgajaotuse kirjeldamiseks. Tihedusfunktsioon:
1 1
= <a<x< . 4.7
f&) xlogB —loga’ Osasxsf<eo (4.73)
4.4.8 Logistiline jaotus
Jaotusfunktsioon, tihedusfunktsioon ja tolle tuletis:
e* 1
AW = 1+e8 14e (4.74)
e e™
= = 4.75
SO = Grer T ey (4.75)
e* -1
’ = ef'—— 4.7
F0 = e (476)
Momendifunktsioon:
M e 477
0= [ irept 7
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449 Normaaljaotus ehk Gaussi jaotus N(u, 02)

Normaaljaotusega on summa, mis tekib juhuslike suuruste liitmisel (tsentraalne
piirteoreem). Jaotusfunktsioon ja tihedusfunktsioon:

D(x) Ei ole analiititiliselt avaldatav (4.78)
1 16p?
o) = ——ietH (4.79)
2n 0
Momendifunktsioon: .
M,(s) = ets+ 2 (4.80)

Tinglikud ootused Kui X ~ N(u, 0), siis

() _ “on(42H)

EXX>a = p- o d) E 4.81)
EX[X>a = y+aA(”;”) (4.82)
Kui X ~ N(0, 0), siis
E[X|X > a] = oA(—g) (4.83)
Var [X|X > a] = o2 [1 +ad(-2) - Az(—g)] (4.84)
E[X|X < a] = —o/\(g) (4.85)
Var [XIX > a] = o [1 - aA(g) - A%%)] (4.86)
_ a 2P (8
E[X}X < a] = ik () t ’ () (4.87)
o(2)
a 21 —p(e
E[X2X > a] = Oad)(") i [ ()] (4.88)
1-(2)
E[X}X >-aAX<a] =0*— 2&@ (4.89)
1-20(2)
E[X?X < —aV X >a] = E[X?*|X > a] (4.90)

4.410 Pareto jaotus

Kasutatakse palgajaotuse iilemise poole kirjeldamisel. Jaotusfunktsioon:

a
Fo(x) = 1—(%) . x2x>0; a>0. (4.91)
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4.4.11 Pooratud normaaljaotus

Tihedusfunktsioon:
£t) = l<¢>(”“f—_1) (192)
£3 o \/E )
ja jaotusfunktsioon:
[Jt -1 P yt +1
F(t) :CD(—)—e nZ(I)(—— . 4.93
i I (4.93)

Ko6ik momendid on olemas kui y > 0:

ET = 1 (4.94)
u
o2
VarT = —. (4.95)
u
Kui p = 0, on jaotus korralik, positiivsed momendid aga puuduvad.
4.4.12 t-Distribution
Used for t-test. For n degrees of freedom:
r(x s
fx) = & (1 + x—) (4.96)
CEINE
EX=0 (4.97)
n
VarX = — 4.98
ar p— (4.98)
skewness g1 =0 (4.99)
curtosis g, = 3:__ 6 (n>4) (4.100)

4.4.13 Weibulli jaotus

Weibulli jaotus on eksponentjaotuse tildistus, kasutatakse ajas tihtlaselt kahane-
va hasardi kirjeldamiseks. Omadused:

Et) = 1-—e @ (4.101)
ft)y = arsrle " (4.102)
o) = arvt! (4.103)

where A is scale- and « is the shape parameter.

4.4.14 Uhtlane jaotus

Uhtlane jaotus on siis, kui juhusliku suuruse jaotus on kogu piirkonnas {ihesu-
gune.
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4.5 Mitmemootmelised pidevad jaotused
4.5.1 Normaaljaotus N(y, )
N-mo&dtmelise normaajaotuse jaotusfunktsioon: Olgu
X ~N(uz), (4.104)
kus p on keskvéartus ja 2 dispersioonimaatriks. Siis:

Fx(x) = Q) E[g] e T W T wp), (4.105)

Normaaljaotuste korrutis Kahe normaaljaotuse korrutise saab alati esitada
kahe niisuguse normaaljaotuse korrutisena, millest teine ei sdltu ithest muutu-

jast: ¢(x, y) = ¢(AY)P(y) = P(ylx)p(x).

x—ay y=bY 1 (x—ab\ 1 (y-—py
e E e R s P S S

02 Oy Gy

kus

2 0102

_ 2, 272 -
0y = 07+ 05 oy = —
\Jo] +03a

2 2
alb + o5ax

ty =

2 2.2
01+02(1

The same in multi-dimensional case:

e (e (5 e () e ()

01 01 02
_TTL Xf—y)i (£)-
B i1 Gl(P( 01 02¢ (o)) B
- Lo(x2) L (w1 (Y=Hy)_
- qb( ) (P(ax) ' ox¢(ax)ay¢( oy )_
T 1 (x\1 (y-p
[l5o(Z)2e(2) @
i=1 vy ¥
where
2 2 07 +noj 0102
Oy =015 o2 Oy = —/——
(71+(I’l— )02 ’O‘%+7’lo‘%
‘752?:1351'
Hy = 02 + no;
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2
Tinglikud ootused Kui X = [i;] ~ N, X), kus L = | 601; O;% ]ja U=

[ t }, siis
L2

0.2
Xi|Xs = x5 ~ N(ul + 220, - ), 02 - Lj] (4.108)
05 0y
jareldus) ning
—a
E[XiX; > a] = 1 + ‘EA(“Z ) (4.109)
(o) (o)
Var [X;|Xz > a] = 03,[aA(—a) — A*(-a)] + o3 (4.110)
o2 o2
E[X?[X, € A = ﬁ E[X2[X, € Al + 02 - ﬁ (4.111)
2 2

Todestus: kirjuta =X =wm+ %Z(XZ — t2) + E, kus E ja U, on s6ltumatud
(normaaljaotuse omadus). Leia X;|X, € A = %2 E[X;|X, € A+ E.

2
1

Kuiu = [ u1 ] ~N(0,X), kus X = [
Uz o

i‘; ], siis tihedus

—a+ 2up
CD( W]%(%).

T (4.112)

fluglur > a) =

4.6 Jaotuste pered
4.6.1 Stabiilne pere

Mittenegatiivsesse stabiilsesse perre kuuluvad jaotused, mille momendifunkt-
sioon on ’
M(s)=¢™, 0O<a<l. (4.113)

Stabiilsel pere omadused:

1. kui juhusliku muutuja X; jaotusfunktsioon on G, mis kuulub stabiilsesse
perre, siis juhusliku muutuja

Y=ns i X; (4.114)
i=1
jaotusfunktsioon on kah G,.
2. Momendifunktsiooni tuletis
M. (s) = —as* ' M(s) (4.115)
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5 Estimators

5.1 Maximum likelihood
5.1.1 Relationship with Kulbach-leibler distance

Let the random variables Xi, X5, ..., X, ~ f(:19), F(:|9), i.i.d. Let f(:|9) be spec-
ified fully parametrically with a finite unknown parameter vector 9. The log-
likelihood function is:

1 n
€1X1, Xa, ..., Xn) = = ¥ log f(Xi19). (5.1)
n i=1

The maximum likelihood estimator of 9 is the value of 9 which maximises the
log-likelihood function:

d=arg max L®1X1, X, ..., Xy). (5.2)

This can be written as

N

9 =arg max f log f(Xi|®) dF,(x), (5.3)

where F,(x) is the empirical distribution function:

Fo(x) = % Z 1(X; < x). (5.4)
i=1

Further, we may write the estimator as

N

d=arg msin [flogfo(Xi) dF,(x) - flogf(XiIS) dF,(x)|, (5.5)

where fy(-) is the true density function of X. Further we may write

) X;
§ = argmin f log ;SEX; dF,(x) = KL(fy, f19) (5.6)

where KL(f, g) is the Kulbach-Leibler distance:

)
KL(f,g) = IfE [log g(x)] . (5.7)

5.1.2 Information matrix

Information matrix is defined as

(5.8)

_ o [Pe®)] L [90®) ae®)
I(S)Z_E[asas’]‘E[ 9 0¥ ]
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6 Stohhastilised protsessid

6.1 Autoregressiivsed (AR) protsessid

AR() protsess Juhuslik muutuja U jargib AR(1) protsessi kui U kédesoleva
perioodi realisatsioon on seotud eelmise perioodi omaga

Up = QU1 + & (6.1)
ning ¢, véddrtused eri ajaperioodidel on séltumatud. Et protsess oleks stabiilne

peab o védrtus jadma vahemikku (-1, 1).

AR(2) protsess Juhuslik muutuja U jargib AR(2) protsessi kui U kdesoleva
perioodi realisatsioon on seotud kahe eelmise perioodi omaga

Up = O1Up-1 + Oolp—p + € (6.2)

ning &; vddrtused eri ajaperioodidel on séltumatud.

6.2 Hulkumine

Definitsioon: hulkumine (random walk) on statistiline protsess

Ziyl = Zp + Ep41- (63)

6.2.1 Hulkumine vastu barjaari

Olgu zp = 0ja € ~ N(0,1) i.i.d. protsess. Siis z, jaotus tingimusel et z; es iileta
barjadri a on
1
(¢ \/E(X - —=2Zn
( V2

_ L ) Z
f(zolz1 <a) = N @) (;b( \/5) (6.4)

Tdestus: kirjuta ¢(x) lahti ja integreeri.
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7 Statistilised mudelid

7.1 Tobit-2 model

Definition:
Vi = Zy + (7.1)
Yor = X + 1z (7.2)
1, if y.>0
Vi = ' *yh ~ (7.3)
0, ;<0
it oyt
Yoi = i R $i >0 (7.4)
0, y;,;=<0.
Assume

()-(0) ) o

The Heckman two-step estimator in this case is as follows: y can be consis-
tently estimated with probit model. Further we may write:

E[Y2|Y1 > 0,x,z] = x'B + E[UL|U; > —z2'y] = x'B + goAM(—2"y) (7.6)
Var[Ys|Y; > 0,x,z] = E[U|U; > —2'y] = 6* + onz[—z’y/\(z’y) - AXZ'y)] (7.7)
where A(x) = ¢(x)/P(x); P(-) and ¢(-) are the normal cumulative distribution

function and density function respectively. g and o can be estimated regressing

y2i on x; and A(—z’y). From the coefficient of the latter, §; and the residual
2

variance s-, one can isolate g and o:
6 = + BIVEY) - ZyAEY)] (7.8)
. Pa
0= (7.9)
Note that ¢ need not to be in [-1, 1].
Denote:
r=41-¢% (7.10)
Uy = Yoi — X, (7.11)
Ziy + guz,-
B; = + (7.12)
__@(B)¢(B)B + ¢(B)*
C(B) = - DB (7.13)
The likelihood of the model is:
= Z log D(—z}y)+ (7.14)
i:y1;<0
1 11y,
+ i'yZ;O [log D(B;) - 7 log2m —logo — 32 (7.15)
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The gradient of the log-likelihood is:

j_i =Y -AEpat Y A

i:y1;<0 iy1;>0
SRR
i:y1;>0
dl u%‘ 1 0 Ui
do Z [0_31 o AB ')
i'y1i>0
or —ligi + 0Z}y
3= ), MBI
i:y1;>0

Hessian components are

8(3/2){;’__2 C(-zly)ziz; + Z @zll

i:y1=0 =
2
% =- ,-:;1 C(B)%gzix;
2
2o g ang
92¢ %2 +0zly
57" 1;‘1 CB)-T——+ )L(B)
2
5o~ L, [ - ]

[ Zey
9*t Z _cB) < o_AMB)1

Ipdo e, A o o Bl
e 1 u2 o @2 2
507 " Z = =33 +20(B) - = + 5 2C(B)
Y1

Uy ,
&2f 1 1y Q(F + iny)
dogo - P L 2 |SB T+ AB)

[

I
+
S
N
<

a2

Ziy(1+20%) + 3@%

=Y. |c® 07—3 + A(B) .

N

I?
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(7.19)
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(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)
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7.2 Tobit-2 Model with Binary Outcome
The underlying latent model:

= e (7.30)
= ﬁolxlo + e? (7.31)
1, if ¥¥>0
S — 4 i 7.32
Yi {0, ¥ <0 (7:32)
undetermined, if y; =0  (casel)
y? =10, if y¥<0 and y$=1 (case2) (7.33)
1, if y>>0 and ¥’ =1 (case3)
Assume

)= 1) o

The log-likelihood function contains 3 components, corresponding to the

cases in (Z33):

= Z log @ (-p'x?) (7.35)
iecase 1

+ ) 1og[1—q>(_55’xf)_q>2 ((__ﬁﬁjif))(; f))] (7.36)
iecase 2 !

+ ) logsz(( S: )(; f)) (7.37)
iecase 3

where @, (-, -) is the upper tail probability of 2-dimensional normal distribution.
Denote by .L; the corresponding individual likelihood value. The score

vector:
aiﬁsf - Y. j—jicp (—ﬁs'xf)x?
+1€;sez ) 1—@25 ]

J 1 : pxs - @ﬁox
w' " L Z‘”ﬁ””q’[ 7 ]

{}Z [ 5
2, z@«;)@ﬂ%zw«ﬁﬂ@ﬂ)

i€case 2 iecase 3

where ¢,(:, ) is 2-dimensional normal density.
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7.3 Tobit-5 Model

Definitsioon (lithiduse mdttes on indeks 7 dra jaetud):

vi = Zy+wm (7.38)

v, = X'Patun (7.39)

vy = X'Bs+us (7.40)
_ ¥y kui <0

n = {O "o (7.41)
_ | ¥ ku y>0

Eeldatakse et jadkliikmete jaotus on niisugune:
u 0 1 0202 (0303
Up 0 ,| 0202 CT% 023 . (7‘43)
Uus 0

2
7.3.1 Heckmani kahesammuline hinnang

~N

0303 023 03

y leitakse probiti abil. Edasi voib kirjutada

V2 = X'Po—moA(-Z'y)+e
Yz = X/ﬁg, + 0303/\(2’)/) +e3 (744)
Kusjuures
O = 03 {1 - 05 [Az(—Z’y) — Z’y)\(—Z’y)]}
on = d{1-&[N(Zy)+ZyM-Zy)]} (7.45)

Kui lihendada seost (Z.44) OLS-ga, siis saab A koefitsendi ja dispersiooni hin-
nangu abil leida ¢ ja 6. Méarkus: ¢ ei pruugi olla -1 ja 1 vahel.

7.3.2 Maksimum-laiklikhuud hinnang
Mudeli log-laiklihuud on:

I = —%Ilog2n+
! QZ !
1 (1 2 Z)’+G—2<y2—Xiﬁ2)
+ Z —logaz——(—) +log® |-
2\oy [ 2
2 1—@2
’ & oy
1(ys - XB, 2 Z'y + o <]/3 X;ﬁs)
+ Z —logoz — = | ———| +1log®
2 03
3 1-¢5

(7.46)
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Valikud 2 ja 3 erinevad ainult avaldise margi poolest funktsiooni P sees. Tule-

tised on:

al
dy

o
9B,

a
302

Teised tuletised:

7’1

y?
i
Iy,

2’1
dydor

1
Iy
i
dyadp;
P2l
dydos

_Z ¢B2) Z Z¢(B3) z
O(Ba) \/7 ®(Bs) m

2

2

Z <P(Bz) 2 X Uz

+_
_(D(Bz) 02 ll_gg o‘%

Z 1 + (yz —X’ﬁ2)2 X P(B2) o2 y2 = X'B,

02 a5 ©B2)o; 1 &

1
Bz)a ~XB)+ a2y

_; ®(B) (1- )}

Z ¢Bs) oz X L

D(B3) | 03 1- 2 o3
3

Z 1 (y3 _X/ﬁ3)2 _ P(Bs) 03 y3 = X'

03 Gg CD(Bg,) O‘% [1 _ Q§

o) 3508~ X B+ 2y

B 23:' ©(B3) (1—Q§)§
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(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)



1
dydos

2%l
9B,9P;

2l
8ﬁ2aaz

2l
8/32302

2%l
9P,9P5
9%l
dp,do3
2%l
9P,903

9l
&azagz

2%l
8028ﬁ3
e
00,003
2?1
902003

>l

905

2?1
892(9ﬁ3

2

1 ‘~02 ] ’
— | ——=C(By) - 1| XX
Zz [1—@% (B2)

3 2 2
o, 1-0 05 1

Y |c G AB) o
2

u 4
2+ 0Zy

-

—22|x
93

1

Y |-cE) = 2 1B
2

o

o

o

2 1-03
02
1 uz (2
— | —C(B2)
— )
(1 02)2 ) 1—@%
0
0
0
.2
—+0Zy

B Z ¢(B2)
~ ©(B>) 1- 023
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(1-g)? o2 02 (1-g)>

(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)

(7.72)

(7.73)



2l

892803 =0
I
2 =0
02003
2l 1] & ] ,
AL - C(B;) - 1| XX
9B;9P; 23-“05 [1—@%
Pl % u A(Bs)
= = Y |cE) S+ L 1 b ¢
[33 03 > oyl-05 o3 1-@%
3 7
Bz
7Ly AN B
P390 > (1-03)? 05 03 02)2
V) 2 /
A N S ke R TR b Y
dos 3 |03 O3 1-¢2 %
2 2
03 U
+y = C(Bs)
Us ,
B nz
Py 1 93( T eLy
o = T ), |CB)—2 +A(Bs)
03903 (1-ad) 5 0 12

1

— 7/
pey Uz + 034y
= ZC(Bs) 03—§
(9@ 3 (1 - Q§)2

3

1
Z'y(1+203) + 3@30—3u3

ABy) 7
+; i (1- )

3

Siin on tdhistatud

B, = -
1-¢3
Zy + g—z(% -X'Bs)
B; =
1-¢
B

u = p-Xp
us = y3—X'ps
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(7.74)

(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

(7.83)

(7.84)

(7.85)
(7.86)



_©(B)P(B)B + H(B)’

o= (BY

(7.87)
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7.4 Kestusmudelid
Tahistused:

T kestus, algseisundis viibitud aeg

t kalendriaeg

7.4.1 Kaplan-Meieri hinnang

KM hinnang diskreetses ajas Olgu perioodil j r; inimest “riski hulgas”, s.t.
r; inimest vdiksid pohimdtteliselt seisundist lahkuda. Lahkugu tegelikult 7;
inimest, r; — n; jadvad edasi algseisundisse. KM hinnang hasardile on seega

h= . (7.88)
—  hi(1-h;
Varh; = il = ki) (7.89)

Kui periood j on k kuu pikkune, siis (keskmise) ithe kuu spetsiifilise hasardi
saab

\§]' =1-(1- ﬁj)l/k (7.90)
T _ Var flj
Var 9, = (7.91)

[k - fzj)l—l/k]2

KM hinnang pidevas ajas Lahkugu aja t jooksul r algseisundis olnud inime-
sest n1. Keskmine hasart ajatihikus on

= —% log(1—n/r) (7.92)
Vard = LT (7.93)

2r—n

7.4.2 Multiplikatiivne mittevaadeldav heterogeensus

Eeldame et hasart avaldub
I(tlx, v) = A(t|x)v (7.94)

kus v on mingi kindla jaotusega mittevaadeldav juhuslik suurus. Niitid v
keskvéairtus algseisundisse jadjatel sdltub ajast:
L[z(7}x)]

IE(U|T > T) = —m (795)

kus on integreeritud hasart v-d arvestamata:

z(tlx) = fT A(sx) ds (7.96)
0

Kuivonalgseisundisse sissevoolus iihikdispersiooniga gammajaotus parameetri-
ga a, siis
a

E(UlT > T) = W

(7.97)
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7.4.3 Tiikati konstantne pdhihasart ja diskreetne mittevaadeldav hetero-
geensus ning pidev aeg

Séltumatud vaatlused Eeldatakse, ethasart on konstantne iga M ajavahemiku
sees, erinevatel ajavahemikel v&ib ta aga olla erinev. Olgu hasart kirjeldatud
vektoriga A, kusjuures ajavahemiku j pohihasart olgu ¢!/. Mittevaadeldav het-
erogeensus on diskreetse jaotusega:

o= { o, =1, tc:)enéosusega P, (7.98)
v, toendosusega p;=1—py.
Sobiv on parametriseerida
vy = &% o= Ap)
el ja ... (7.99)
g = 1 px = 1-Y5"p,

Kus A(-) on logistile jaotusfunktsioon ja v € R ning p; € K.

Olgu m; ajaperiood, mille jooksul inimene lahkub uuritavast seisundist ja
tsenseerimist kirjeldagu 6; = 0 kui vaatlus on tsenseeritud ja 1 kui tsenseerimata
ning ; = e olgu hasardi inimesest sdltuv osa. Tj; olgu teadaolev (voimalik et
tsenseeritud) aeg, mis inimene i veetis uuritavas seisundis ajaperioodi j jooksul.
Vektor T; on M-vektor, mille komponendid on Tj; ning vector d; on vektor, mille
j-s komponent on 1, kui inimene lahkus uuritavast seisundist ajaperioodil j.
Muud komponendid on nullid.

Sel juhul inimese i laiklihuud avaldub:

T o _,.
Li = pLi + L = pi(ope™) e + py(wet) e, (7.100)
kus
M-1 M-1
Z1; = 01l Z eAfTi]‘ ja Zpi = Wi Z‘ eAfT,-]- (7.101)

=1 =1

on integreeritud hasart. Log-laiklihuudi gradient avaldub:

3_2 _ PITLH [% _ Zhi] (7.102)
a¢; 1
g = 7 [Lii — Lni] (7.103)
o Lo Lis 01
3 - plz (6:id; — vyuiTy) + pu 7, (0id; — wiT;) (7.104)
¢ i
¥ - 2— [piL1 (6i = zi) + pu L (6i — zui)] (7.105)
(7.106)
ja hessi maatriks:
9%¢; L | (6 2 Ly 6
T [(U—l ~ ) 1 —p,z) - (7.107)



*¢;
1
%t
avl8pl
¢
NN

Pt
dyady’

L
oAy’

%t
8/\801

%t
3)\8p1

%t
dydv;

o2t
dyopi

Eelnevas tihendab {e}; = e

(% _ LL_h ) (7.108)
£8-0-r27)
% [&L’l (6:d; — v T;) — Ligdliag (e’ + Ti)] +
Z_: [‘M’“ (6idi — wiTi) — Lydliag (pie! + T; )]

11:1. (%ﬁ) (7.110)
Pz% |6 = 20)* = zi| i, + py LL |01 = z0)? = 2] wix -

8&_1)/3,- g-)f/i (7.111)
[(6: = z11) (:; = 21i) = 21i] %xﬁﬂz +

(065 = 20 01y = 20) = 2] 7 L “xipy - %%ﬁ’ gﬁ’ (7.112)
pl% ‘uie/\ AT, (7.113)
'ﬁh (6 di — vype’ + Ti) ‘%ﬂ (5 i — e + T)

Lii LLM %% (7.114)

f:’l’ ( d zhl) (6; — zij) xi —

A« vektorite elementide kaupa korrutamist ({a *

b}; = a;b;) ning diag a on maatriks, mille peadiagonaalil on vektor a ja mujal

nullid.
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Indiviidi-spetsiifiline heterogeensus Eeldame nii nagu eespool et hasart on
konstantne iga M ajavahemiku sees, erinevatel ajavahemikel v&ib ta aga olla
erinev. Avaldugu hasart

O(tlx, v) = ve®er™i, (7.117)

Mittevaadeldav heterogeensus olgu diskreetse jaotusega v € {v1,v,,...,vk} ja
tdendosusega vastavalt p1,py, ..., px. Olgu inimese mittevaadeldav tunnus v
ajas muutumatu, vaadeldav tunnus aga vdib muutuda. Inimese i spelli j osa
laiklihuudi funktsioonis on siis:

Lij(-[v) = vO(t;;lxi) 1 S (tijlxij, 0). (7.118)

Siin t;; on spelli vaadeldud kestus, 6;; on mitte-tsenseerituse indikaator ja x;;
on inimese i vaadeldavad isikutunnused spelli j ajal. Lij(-[v) on analoogne
indiviidi-spetsiifilise laiklihuudiga séltumatute vaatluste juhul.

Olgu inimese i kohta N; vaadeldud spelli. Inimese i osa laiklihuudis avaldub
siis

Ni
Litlo) = [ ] Litlo). (7.119)
j=1
Vaadeldav laiklihuud avaldub:

K
)= Z prLiClvg)- (7.120)
k=1

Log-laiklihuudi gradient avaldub:

d¢; _ Li(-[ox) a~£1] “|ox)

0 L,()Z Zi(lo)  on (7.121)
&& i

= - —LL(,'E)I{) (7.122)
8{1 _ L; |’0k) 8.5,]( |Uk)

a L()Z ZL;( e (7.123)
o¢; _ Li(-lvg) 8~£z]( [0r)

oy - L()Z” Z1:1]< o) oy 71249

Lij(|lv) tuletised on analoogilised nagu séltumatute vaatluste korral. Lisaks
tuleb p jargi gradiendi votmisel arvestada, et ). pr = 1.
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7.4.4 Intervallandmed

Intervallandmetega on tegemist siis kui on vaadeldav ainult fakt et stindmus
(seisundite vahetamine, tsenseerimine) toimus mingis kestuse(aja)vahemikus
(néiteks kuu voinddala jooksul). Intervallmudel sobib ka siis kui ei soovi hasarti
tdpselt spetsifitseerida.

Mudel: olgu kestusjagatud T+1 vahemikuks: [0, 1), [t1, t2), . . ., [tT-1, tT), [tT, ).
Iga indiviidi 7 kohta olgu vaadeldav et millises vahemikus ta algsest seisundist
lahkus, voi et millises vahemikust vaatlus on tsenseeritud. Eeldame MPH
mudelit nagu osas:

(tlx,v) = A(1)ef *o. (7.125)
Toendosus, et isik jadb kogu intervalli n jooksul algseisundisse avaldub
5%, 0) = exp(~vz,(x)) = exp(—veP™ f " M) ds) (7.126)
Niitid voib defineerida A,
Mi(t, — t ) = f M) ds, (7.127)

kus e’ on keskmine pohihasart vahemikus s ja A on lihtsalt mudeli parameeter.
Seega pohihasart on spetsifitseeritud mitteparameetriliselt. Vaatluse laiklihuud
fikseeritud v korral avaldub niitid

n-1
o
Lnly,0) = (1 - e7=®) He—va<x (7.128)

m=1

kus 6 = 1 tadhendab et vaatlus pole tsenseeritud. Kogu vaatluse log-laiklihuud
on

K
{(nlx) = log (Z peL(nlx, vk)] . (7.129)
k=1
v-spetsiifilise laiklihuudi gradient avaldub
n-1
0 L(nlx,v) = vE (n|x, U) z,(x) — vS.(nlx, U)Z — 2z (x) (7.130)
P T " |
o L(nlx,v) = vEq(nlx, v) i zn(x) — vSq(nlx, U)Z —Zm(x) (7.131)
d
5= L(nfx,v) = Eg(nlx, 0)zu(x) — Sy(nlx, o) Z Zn () (7.132)
kus
n-1
E,(nlx, v) = 6e™® | | e ® (7.133)
m=1
n-1
5
Se(nlx,v) = L(nlx,v) = —”ZM e vz (7.134)
m=1



on gradiendi seisundist lahkumise ja seisundis kestmise spetsiifilised osad ja z
gradient avaldub

Biﬁzn (x) = zu(x)x, (7.135)
0
Q_/LZ”(x) = z,(x)1(s = n). (7.136)

Kogulaiklihuudi gradient on

P 1 (& 9

(Tﬁf(n|x) = o5 [; pk%.ﬁ(mx, v)] (7.137)
P 1 (& 9

a—;\sf(nIX) = o [; Pka—;\sﬂnlx, v)] (7.138)
J 1 J

é)—vké’(nlx) = —1:(71|X) pk&)—UkL(nIx, V) (7.139)
d _ L(nlx, vi)

8—m€(n|X) = —L(nlx) (7140)

47



Mitu 16ppseisundit Mitme l6ppseisundiga mudelid esitatakse sageli kom-
piiting risk kujul. Too tdhendab et kujutatakse ette et kdikidesse 16ppseisun-
ditesse viivad sdltumatud Markovi protsessid, realiseerub too mille aeg on
koige lithem. Vajadusel voib tsenseerimist kujutada tthena 16ppseisunditest.

Kui koéik muutujad on vaadeldavad, ei erine mitme 16ppseisundiga juh-
tub olukorrast kui modelleerida tiksikuid 16ppseisundeid séltumatult, teised
seisundid oleksid siis nagu tsenseeritud. Kui mudelis on mittevaadeldav het-
erogeensus, on pilt ainult veidi keerulisem.

Olgu M voimalikku 16ppseisundit ja m € {1, ..., M} olgu 16ppseisundi néi-
taja. Olgu seisundisse m tilemineku hasart, sdltuvalt vaadeldavatest ja mitte-
vaadeldavatest parameetritest, 9" (t|x, v"). Mittevaadeldav heterogeensus olgu
M-mootmelise diskreetse jaotusega: 0™ € {v]' vk, kusjuuresv = (vkl, ., v%)
esineb tdendosusega pj1 . Eeldame et erinevate spellide jooksul on v kon-
stantne, x aga v6ib muutuda.

Inimese i spelli j, osa laiklihuudi funktsioonis siirde m jargi on niitid:

Sm

L") = [" )] " S il o). (7.141)

o
Siirdega seotud liige [Sm(’[ijlxi]-)] ’ ja plisimisega seotud liige 5™ (7;jlx;;, v"™) aval-
duvad nii nagu iihe spelli ja iithe 1oppseisundi puhul (vaata niiteks
voi [Z44). Siin 7;; on spelli vaadeldud kestus, 6/ on mitte-tsenseerituse in-

dikaator m-seisundi méttes (= 1 kui laks seisundisse 1 ja 0 kui es ldhe) ja x;; on
inimese i vaadeldavad isikutunnused spelli j ajal. Spelli kogulaiklihuud on:

M

Ly, 0) = [ | L0k, o). (7.142)

m=1

Kompiiting risk mudel eeldab et siirded on soltumatud (kui kontrollida x ja v
suhtes), seega siis laiklihuudi korrutis siirete kaupa.

Olgu inimese i kohta N; vaadeldud spelli. Inimese i osa laiklihuudis avaldub
siis

Ni
Litk,v) = [ | LijCIx o). (7.143)
i=1

ja vaadeldav laiklihuud avaldub:

Lith) = Z Zpkl wnLi(lx,0). (7.144)

k= M=1

Laiklihuudi gradient avaldub:

L) & 1 9LIClxo)
oA Z Z Piin LiClx, U)Z [L"’ (lxof,)  dA™ (7.145)

k=1 M=1

L) & ] 8£§;’(~va23,,)
=) pkl...kM-Ei('|x/ ) m » (7.146)
8£(|x) Km_l Km+1
al’(]m = Z e Z Z e Z pklmkm—lkknﬁlmkM'
k k=1 Jm-1=1 fm+1=1 M=1
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Ni LM (-|xv™)
1 ij k
- Li(|x,v) — 7.147
;‘ [‘Eij (g dy™ ( :
dLi(-|x)
m = Li(]x, (01111 .- Iv;(\;[\d)) (7.148)

.Ez’.']?('lx, v) tuletised on nii nagu séltumatute vaatluste korral.
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7.4.5 Parametriseerimine

Logistic transition probability in discrete-time In discrete time, it is useful
to parameterise the destination-specific exit probabilities logistically as

m
e/\

" = Pr(exit to destination m) = ———.
P ( ) 1+ Zk eAk

(7.149)

The probabilities are guaranteed to be positive and their sum to be less than one
while A-s may be unbounded. The components of the corresponding gradient
transformation matrix are

0
me = ]l(k = m)pm — PkPm (7150)
and the inverse transformation
I" =log Lk- (7.151)
1-Yp

Transition probability in continuous time A good choice for parametrising
the time-dependent part of the hazard is

A=et (7.152)

The A is now guaranteed to be positive.

Diskreetne mittevaadeldav heterogeensus Diskreetne mittevaadeldav het-

erogeensus, iiks 16ppseisund: v € {v1,vs, ..., vk ja vastavad tdendousused p1, po, . . ., pk.
Kui laiklihuudi maksimeerimisel kasutada vastavaid parameetreid @ ning p

(N parameetrit) kuid laiklihuudi arvutamiseks nad normaalkujule (N parameetrit)

teisendada, siis peab arvestama, et vastavad gradiendi komponendid teisenevad:

d J d d d
30 135° %P 3" pa
= =C (7.153)
72, 2012072
op ) \9p° " N\p" o

Maatriksi C ridade arv vastab algkuju parameetrite arvule N ning veergude
arv normaalkuju parameetrite arvule N (s.h. lineaarselt soltuvad py ja vp).
Kovarjatsjoonimaatriksi p ning v sisaldav osa on vastavalt:

s=C'sC (7.154)

Heterogeensus Toendosused on voimalik parametriseerida kui

5 K
e . -
pe=— ja Y. =0, (7.155)
k=1

kus K on jaotuse toetuspunktide arv.
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Keskviirtuse normeerimine v keskvidartuse voib normeerida iiheks:

K
v = e% ja Zpkvk =1.
k=1

Vastav poordteisendus tdendosuste tarvis on

_ iy lo
Pr = log pi — ! 1K gpl.
C komponendid on:
Uk kui  k=I<K
d p1 .
_— =< —0]— k k = K
877[ Uk (i P ui
0 muudel juhtudel
d
aal ="
1 .
d o = p—K[(l—pK)+pKUK+(1—Pl)Ul] kui k=K
57 Uk =
o 0 muudel juhtudel
Ip

k
i —pr(pr = px) + 1k = Dpx — L(K = k)pk
v komponendi normeerimine Defineerime

UKzl.

(7.156)

(7.157)

(7.158)

(7.159)

(7.160)

(7.161)

(7.162)

Ndib et nii on intervallandmete juures tulemused ménevodrra stabiilsemad,

samas on pohihasarti raskem télgendada.
C komponendid on

P {vk kui  k=I<K

8_27zvk ~ 10  muudel juhtudel
5_}710k =0
‘;_Z =_M+ﬂ(k=l) ;ﬁk —+1(K=h) pr -
(Zi:l epr) Yipe Y€

M 16ppseisundit (Z153) asemel voib niiiid kirjutada:
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(7.163)

(7.164)

(7.165)

(7.166)
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~€1 —’01 —vz —_— —_— 51

9 op op op ol )\ 2
P
—{
ov!
P
— 0
0v?

=C ., (7.167)

P
—¢
JoM
P
"

kus C on N x N maatriks.
Olgu py, suuna m spetsiifiline tdendosus, s.t. millise tdendosusega esineb
vadrtus v}". Tuletised voib niiiid avaldada kui

d 9 9,9

8_ﬁv = &_ﬁpg_ppDﬂU (7168)
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8 Algorithms

Arrayindexing LetMbea N-dimensional array and m(iy, iy, . . ., in] its element
wherei; € {1,...,K;} and K; is the size of dimension j. Let the array be stored in
memory in FORTRAN-type, i.e. the running index for element m[iy, i», ..., in]

1S
j = il + K](iz - 1) + Kz(i3 - 1) + e+ KN—l(iN - 1) (81)

The array indices can be found from the running index j in the following way:

ih=1+(—-1) modK;
b=1+[(—-1) mod Ki]//K;
i3=1+[(j-1) mod (KiK»)]//Ks

iy =1+[(j—-1) mod (KiK»K3)]//Ky

where // is the integer division.
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