Loeng 15. Sundvonked ja vahelduvvool.

Liikumisvorrand harmooniliselt muutuva jou korral. Olgu meil
vonkumisvoimeline siisteem, mille litkumist kirjeldab

diferentsiaalvdrrand
I +28i +wyl = 0.
Nagu eelmises loengus leidsime, on selle vorrandi lahendiks Sundvénked tekivad
eksponentsiaalselt kahaneva amplituudiga vonkumised vonkumisvoimelises siisteemis
harmooniliselt muutuva vilisjou
1 = lpe P sin(w, t + o), toimel.
kus
2 2 a2
W, =ty — 4"
(Wo on sagedus, millega vonguks siisteem takistava jou puudumisel. Et
tegu on siisteemi olulise parameetriga, nimetame teda edaspidi
siisteemi omasageduseks.)
Vaatleme juhtu, kus sellele siisteemile mojub harmooniliselt muutuv
joud f = fosinwt. Siisteemi liikumist kirjeldab niiiid
mittehomogeenne teist jarku diferentsiaalvorrand
T+ 281 +wjl = fosinut. Siisteemile mdjuvat vilisjdudu

nimetame sundivaks jouks.

Muidugi on ka selliste vorrandite lahendamiseks terve teooria, meie
katsume lihtsamalt 14bi ajada.

Sundvénked. Oletame, et siisteem hakkab vonkuma sundiva jou

sagedusega ning selle vonkumise amplituudi 18 ja algfaasi %0 Stisteemi parameetriteks on
omasagedus ja sumbuvustegur; need
leitakse vabavongete vorrandist
sundiva jou puudumisel.

médravad sundiva jou amplituud fo ning vonkuva siisteemi
parameetrid: omasagedus &0 ja sumbuvustegur B

I =lgsin(wt + o)

Piiiiame leida konstandid s ja ¥o . Teeme seda vanaviisi: votame
tuletised

1 = wlg cos(wt + o)



= —mzlgsin(mt+5m)

saame
—w’lg sin(wt + o) + 2Bwlg cos(wt + o)
+wilg sin(wt + o) = fosinwt.
Grupeerime vasaku poole liikmeti:

f

(wg — w?) sin(wt + g) + 28w cos(wt + pg) = .!_u sin wt.
)

Joonistame niiiid sellele vastava faasidiagrammi ning kasutades
Pythagorase teoreemi saame

(&)2 = (W2 —w?)? + (28w)?,

ls

millest leiame sundvongete amplituudi

g = fo )
5T V(@R - P + (2Bw)?

Faasinihke %0 sundiva jou f suhtes leiame tangensist

ga.;.:arctanm.

Naeme, et nii faasinihe kui amplituud séltuvad sundiva jou sageduse

w
ning siisteemi omasageduse vahest. Kui see on null, on faasinihe 2
ning amplituud maksimaalne:

1 e f_ﬂ
mAx Eﬁm

Viikese sumbuvusteguri B korral vaib I omandada kiillalt suure
viirtuse. Seda olekut nimetatakse resonantsiks.

Elektrilised sundvénked. Vaatleme vooluringi, kus harmooniliselt
muutuva elektromotoorjou allikaga on jadamisi thendatud
kondensaator, induktiivpool ja tavaline (oomiline) takisti. Kui
vooluallikat poleks, oleks tegu eelmises loengus késitletud
vonkeringiga. Kirjutame selle ahela vorrandi, lahtudes Kirchoffi II
reeglist:

Sundvongete faasidiagramm:
siinusfunktsiooni kordaja on y -teljel,
koosinusliikme oma x -teljel. Et lahend
vastaks ldhtevorrandile, peab nende summa
olema vordne sundiva jouga.
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0 U= Uﬂsin(ﬂt o—

Vahelduvvooluring.



U+ Ugr + Ug = Upsinwt
ehk

Li +RI+% — Upsinwt.

Asendades voolutugevuse { = dg/dt =g ning jagades vorrandi
molemaid pooli L -ga, saame vorrandi

R, 1 U,
q+Lg+wq- Lsmwt,

mis on matemaatiliselt identne eespool toodud sundvonkumiste
vorrandiga. Selle lahendiks on (analoogselt eelnevaga):

q = ggr sin(wt + o)

[ #f
A Uo

= Vg -2 +(B) oL -wp+ R

S
wl el

o = arc tan 7

Vorrand kirjeldab kondensaatoril oleva laengu muutumist meie poolt
uuritavas vonkeringis harmooniliselt muutuva elektromotoorjdu mojul.

Vahelduvvool. Nii t6stus kui olmetehnika kasutavad valdavalt
vahelduvvoolu, mis tekib magnetviljas podrlevas méhises genereeritava
induktsiooni elektromotoorjou mojul. Kui generaator to6tab stabiilse
kiirusega, muutub tekkiv elektromotoorjoud vordeliselt poordenurga
siinusega, seega harmoonilise vonkumise seaduse kohaselt.

Vooluringis kulgevat vahelduvvoolu
vOib matemaatiliselt kasitleda kui
elektrilisi sundvonkumisi.

On loogiline oletada, et harmooniliselt vongub ka voolutugevus. Meie

poolt leitud "laengu vonkumise valem" niib seda kinnitavat. Et Vahelduvvooluahela takistus jaguneb

voolutugevus on defineeritud kui laengu tuletis aja jargi, votame saadud aktiiv- ja reaktiivtakistuseks; viimane

valemist tuletise: koosneb induktiiv- ja mahtuvuslikust
takistusest.

Y = = wgscos(ut + o) = Is cos(wt + o)

Suurust 8 voime vaadelda kui voolutugevuse amplituudviirtust. Nagu
ndeme, on ta vordeline pinge (elektromotoorjou?) amplituudviirtusega

Uo:



U
\/(ﬁ—mL)2+R2,

Ig =

Leitud valemites olevatel suurustel on vahelduvvoolu teoorias ka
kindlad nimed:

— 1
. X = 25 mahtuvuslik takistus,

o Xi = wkL _jnduktiivtakistus,

— - 1 .. .
. X =wl wC - reaktiivtakistus,

« R - aktiivtakistus,

« Z = VX2 + R? Kogutakistus

Kui kirjutada meie valemid imber neid tdhiseid kasutades, saame Ohm'i
seaduse iisna tuttaval kujul

[l
I=3

>
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Voime leida ka pinged (pingelangud) ahela liksikutel komponentidel:
» Kondensaator ("mahtuvuslik takistus"):

=35 (- 2-8)

¢ Induktiivsus ("induktiivtakistus"):

=

1
IXC—m—C

Up = Twl = —g;

Kogutakistus faasidiagrammil.

Need kaks pingelangu on alati vastasfaasis (st. vastasmairgilised!) Pingelangud induktiiv- ja

mahtuvuslikul takistusel on

Pingelang takistil (aktiiv- ehk oomiline takistus) tuleb nagu vastasfaasis

alalisvoolugi korral:

Ur = IR,

Vahelduvvoolu faasidiagramm. Kui votsime laengust tuletise, jatsime
tdhelepanuta asjaolu, et tuletise votmisel muutus faasilitkme siinus
koosinuseks. Ega sellest midagi pole, harmooniliste vonkumiste
kirjeldamiseks sobivad mdlemad funktsioonid. Kiill aga tuleb meil seda
arvestada faasidiagrammi joonistamisel.

Elektrimeestel on siin omad traditsioonid, mida tasub jargida.
Vahelduvvoolu faasidiagrammidel on voolutelg (pingelang oomilisel
takistusel) tavaliselt réhtsuunas (x-telje kohal). Kuna vooluvektori
projektsioon x-teljele avaldub koosinuse kaudu, eelistatakse valemites
koosinust siinusele.




Trigonomeetriast teame, et €08(z — 90°) =sin(z) ja
cos(z + 90°) = —sin(z)

Vordeliselt sin(x) -ga muutus meie vonkeringis laeng (siis ka pinge!)
kondensaatoril, temaga vastasfaasis (— $in(z) = sin(z +180°) ) 409
induktsiooni elektromotoorjoud - pinge induktiivpoolil.

Nii ongi meie faasidiagrammil vooluvektor suunatud paremale,
pingelang kondensaatoril alla ja pingelang induktiivsusel iiles.

See, kuhu satub summaarne vektor U, sdltub mahtuvusliku ja
induktiivtakistuse vahekorrast:

* kui need on vordsed (resonantsolukord), on vektorid U ja IR
samasuunalised ning faasinihe %o =0,

«  kui mitte, siis kas positiivne (Xz > X¢') v5i negatiivne (
XL < Xo).

Resonantsid. Jadalilituse korral kehtib tilaltoodud valem:

V(s —wip + R

Ig

1

kus wk =75 vastab Zyin s Imax- S€ega on resonantsolukorras ahela
takistus minimaalne ning voolutugevus maksimaalne. Elektrotehnikas

nimetatakse seda olukorda pingeresonantsiks.

Vaatame niiiid sellist vahelduvvooluahela elementi, kus induktiivsus ja
mahtuvus on liilitatud paralleelselt. Takistuste roopliilituse valemi jérgi
kehtib

1_1 .1 _ 1 ., wLC-1
X Xi Xe —wL Yy A

Nieme, et

i 1
X=— i —_—
2 _l—pm Jaai w—}ﬂ

See, et ahela takistus kasvab 16pmata suureks, tihendab voolu
lakkamist. Elektrotehnikas nimetatakse sellist olukorda nim.
vooluresonantsiks. Fiilisikaliselt voime kujutleda, et vahelduvpinge
ahela lahknemispunktis A genereerib paralleelharudes vastasfaasis
olevad elektrivonked, mistSttu punkti B potentsiaal saab nulliks.

Loomulikult pole tegelik takistus ei null ega I6pmatus. Igas ahelas on
alati olemas ka oomiline e. aktiivtakistus &, mis muudab kogutakistuse
nullist erinevaks. Vaadake faasidiagrammi: resonantsolukorras
vordub kogutakistus Z alati oomilise takistusega K.

Vahelduvoolu faasidiagramm.
Joonisel on induktiivtakistus mahtuvuslikust
takistusest suurem ja faasinihe positiivne.

Pingeresonants tekib jadaliilituse,
vooluresonants roopliilituse korral.
Miks neid nii nimetatakse, kiisige
elektrimeestelt.



Téipne resonantssagedus. Oomilise takistuse korral erineb

vabavongete sagedus W» omasagedusest “0. Resonantsitingimuses

oy : .y .. 2 2
lahtusime seni omasagedusest, pohjendades seda litkme o — &

minimaalvaartusega kogutakistuse valemis.
Tegelikult oleneb juurealuse avaldise vaartus molemast litkkmest - kui
esimese ldhenemisel nullile muutub teine kiiremini, nihkub ka kogu

avaldise miinimum nullpunktilt kdrvale.

Wres tipse vadrtuse saame ekstreemumtingimusest

wi — 2wiun? + wt + 45%7)
—/(wh — w?)? + (28)°

d
2 (feg-wr+ a7 = &

Vottes lugejast tuletise ning vorrutades selle nulliga, saame:
—dwgw + 4 + 8% =0,

ehk

dw(—uwp +u® +26%).

Nieme, et funktsioonil on kaks ekstreemumit:

w =0 —w§+w2+2_32=ﬂ.

Esimene neist tihendab harmooniliselt muutuva vilisjou puudumist,
teisest saame

w? = wg - 282,

.. = — 242 ~ ~
Seega on tépne resonantssagedus “res = v/ Wo 28% _ ménevorra
viiksem vabavOngete sagedusest “v = ¥/ 50 -8

Voimsus vahelduvvooluahelas. Et vahelduvvool kdigele vaatamata
teeb ka t66d, tuleks leida valem selle t606 - tdpsemalt kiill voimsuse -
hindamiseks. Tavaline Joule-Lenz'i valem meid ei rahulda, kuna ei
arvesta reaktiivvoimsustel (nditeks mootor voi trafo) tehtavat t66d.

Et leida vOoimsust, peame ahelale rakendatud elektromotoorjou
(vorgupinge) korrutama voolutugevusega, arvestades faasinihet:

P = 1U = Ipsinwt - Up sin(wt + ).

Rakendades trigonomeetriast summa siinuse valemit, saame

Sagedust, mille korral kogutakistus on
minimaalne, nimetatakse
resonantssageduseks.

Vahelduvvooluahela vdimsus soltub
lisaks pingele ja voolutugevusele ka
faasinihkest.

Voimsuse valemisse kuuluvat kordajat



P=dA

T IzUy sinwi(sin wt cos @ + coswising).

Saime ajas muutuva suuruse, mis véljendab hetkvoimsust ajamomendil

t ja millega pole suurt peale hakata.

Keskmise voimsuse leidmiseks integreerime saadud avaldist tihe
perioodi viltel ning jagame siis perioodi vairtusega:

T T
S
P= OT%(msgafsinzmdt+singpfsinwtmswtd).
0 0

— 2
Teine integraal on vastavalt perioodi definitsioonile T =2 vordne
nulliga. Esimesest saame:
- Iglgcosy ywT  sin2wT 1
R
Tw \2 1 plolocosy

kuna 2wT = 441, millest siinus annab jéllegi nulli.

Seega erineb vahelduvvooluahela keskmine voimsus alalisvoolu ahela
omast teguri ©@8 ¥ virra. Seda faasinihkest sdltuvat tegurit
nimetataksegi véimsusteguriks. Voimsus on seega maksimaalne, kui
faasinihe on null.

Efektiivviirtused. Faasinihe tuleb sisse vaid siis, kui ahelas on nullist
erinev reaktiivtakistus. Kui asi piirdub oomilise takistusega K, on
£¢=0’ mﬁw:l ning

- 1
P = _Usl;.
QU-:--:-

Vahelduvvoolu efektiivviirtused defineeritakse kui aktiivtakistusel
sama vOimsuse tekitava alalisvoolu (-pinge) vdértused. Tegur 1/2
jagatakse nende vahel vordselt, saades

Yo _to

=—, ILj=—.
vz T

NB! Meile harjumuspérased 220V ja 380V on nimelt
efektiivviirtused. Lisaks efektiivvairtustele voime leida ka
vahelduvoolu keskvéirtuse:

I= 7 [Ty sinwtdt = M—rﬂ ~ (.63

O e 1

Kiisimus: Aga vahelduvpinge keskvairtus?

CO8¥ nimetatakse ahela
voimsusteguriks.

Vahelduvvoolu pinget ja
voolutugevust voib esitada nii
maksimaalvéartuse (amplituudi) kui
efektiivvairtuse kaudu.

Efektiivviirtused defineeritakse sama
voimsusega alalisvoolu abil. Nad
erinevad pinge ja voolutugevuse
keskvéartustest.

Tehnilises dokumentatsioonis antavad
pinge ja voolutugevus on reeglina
efektiivvaartused.



Tasub meeles pidada trigonomeetriliste funktsioonide keskvairtusi:

- 2
sina = — ~ 0.63;
w

Kvaasistatsionaarsuse néue. Kui vonkesagedus on védga suur, muutub
oluliseks ka potentsiaali hilinemine. Nii nimetatakse elektroonikas
aega, mis kulub elektrilisel signaalil joudmiseks ahela {ihest punktist
teise. Et elektrivili levib juhtmetes praktiliselt valguse kiirusega, on
normaalmddtmetega ahelates see hilinemine véike.

Aga kui viike? Vottes sageduseks Euroopa vorgustandardi 50 Hz,
saame néiteks kilomeetri pikkuse juhtme kohta hilinemise 1/300000
sekundit. See annab faasinihke juhtme otste vahel wt = 0.001 radiaani
ehk 3.6 kaareminutit. Sellele vastav siinuse viga oleks 0.2%.

Kui aga arvutada faasinihet raadiosaatjas voi arvutiskeemis
taktsagedusel 100 MHz, muutub hilinemine oluliseks. Sellisel juhul
meie valemid ei kehti ning tuleb 1dhtuda lainefiiiisikast.

Inseneriarvutustes kasutatakse omamoodi "kirvereeglit", mida
nimetatakse kvaasistatsionaarsuse (""peaaegu statsionaarne') noudeks.
Vahelduvvooluringi tohib rehkendada siintoodud valemitega vaid juhul,
kui aeg, mis kulub signaalil vooluringi ldbimiseks, on alla sajandiku
vonkeperioodist.

Valemina:

E < 0.017 = 2927

Lt

¢ =300000 km/s on valguse kiirus.

Kompleksarvude meetod. Elektrotehnikas kasutatakse vahelduvvoolu
rehkendamisel sageli kompleksarve. Sellel on kaks pShjust.

» Kompleksarvude abil saab esitada vonkumisi
eksponentfunktsiooniga, mille integreerimine-diferentseerimine
on mérksa lihtsam kui trigonomeetriliste funktsioonide korral.

Vahelduvvoolu, mille puhul
voolutugevuse faasi v3ib ahela kdigis
punktides lugeda samaks, nimetatakse
kvaasistatsionaarseks.



» Kompleksarvu geomeetriline kuju vastab tdpselt faasivektori
ideoloogiale vonkumiste liitmisel

Alustame viimasest. Kujutame néiteks voolutugevust kompleksarvuga
(et kompleksarvu tavalisest eristada, paneme vastavale siimbolile
"katuse" peale)

I =1Ipe+ilim.

Nagu matemaatikas opitud, saab kompleksarve anda ka nn.
trigonomeetrilises kujus:

I =Iscosy +ilgsing.
Is on kompleksarvu moodul, ¥ aga argument.

Kui argument on vordeline ajaga, saamegi komplekstasandil poorleva

vektori I, mille reaal- ja imaginaarosa muutuvad harmoonilise
vOnkumise vorrandi kohaselt.

Et kirjapilti veelgi lihtsamaks teha, teisendame meie kompleks-voolu
eksponentfunktsiooniks, kasutades Euleri valemeid (vt. lisatekst)

cosy +isinp = e*

ning asendame ¥ = Wt saades
.f =1 S:Eiwi.

Kui votta sellest tuletis ja korrutada induktiivsusega, saame pingelangu
induktiivpoolil:

dI =+ d i . i . =3
LE =Ug =Laffgem) = iwLIge™* = jwLl.

Pinge kondensaatoril leiame, jagades laengu mahtuvusega. Et laeng on
voolutugevuse integraal (tuletise podrdtehe!), saame

N 1 . 1 . 1 . 1 .
Uc= E[Idt = E-/.Ige“"i = —Ige't = —i—1.

T iwC tw

Miks on 1/i =—i9 Mboelge ise vilja!
Vihje: tuletage meelde, kuidas defineeritakse imaginaariihik.

Pingelang takistil on loomulikult "tavaline"

Ja niiiid votame nad kdik kokku Kirchoff'i reegliks:

Arvutuste lihtsustamiseks v3ib voib
vahelduvvoolu pinget ja voolutugevust
esitada kompleksarvudega.

Euleri valem (vt. lisateksti) lubab
kompleksarve esitada
eksponentfunktsiooni kujul.

i-telg
¥

p

7]
<

I

E
>l<-| P

Xpe= X cosp

Kompleksarvu trigonomeetriline kuju on
samavairne faasidiagrammiga (phasor'iga).



TR+iwLl—i L f=0.
w

Kui tuua T sulgude ette, saamegi Ohm'i seaduse vahelduvvooluahela
jaoks:

. _ 1 o ea
I|:R+t(mL—E)] =U=1IZ,

kus

. 1
Z=R+i|wl-— | =R+iX
( wﬂ')
kannab nime komplekstakistus.

Kuidas selle pohjal teha faasidiagrammi, katsuge ise vilja moelda. Kui
valmis, vorrelge iilaltoodutega.

Kasutades kompleks-siimboolikat, voime vahelduvvooluahelaid
rehkendada alalisvoolu valemitega.

Kiisimus: Kas oskate sama metoodikat kasutada néditeks harmooniliste
vOnkumiste liitmisel?

L

W

XL=mL
—

Komplekstakistus faasidiagrammil.
Vektor Z (katusega) joonistage ise.



