Loeng 6. Tahke keha poorlemine.

Poordlitkumisest on seni juttu olnud kahel korral: staatika osas, kus
meie esimest masinat podras joumoment ning kinemaatika osas, kus
toime ndite kova keha pdoorlemisest kui iihedimensionaalsest
litkkumisest.

Newtoni diinaamika ei erista poordlitkumist kulgevast litkumisest.
Kuna sealsed valemid kdivad punktmassi kohta, polegi neid
voimalik eristada - punkt, millel pole joonmddtmeid, ei saagi
poorelda.

Mispdirast? Vihje: pange punktist telg ldbi ja proovige
defineerida poordenurka!

Loplike mootmetega keha poorlemise diinaamika. Kui me
tegime kulgliikumise valemeid, maérkisime, et keha liikumise
kirjeldamiseks piisab iihe punkti litkumisest, kuna koik teised
liiguvad samamoodi.

Poorlemist eristab kulglitkumisest just see, et samasuguse
liikumise tingimus pole enam tiidetud. Iga poorleva keha
punkt liigub kulgevalt, kuid nende trajektoorid ruumis on
erinevad.
Kuna keha jaiab pooreldes siiski tervikuks, on need trajektoorid aga
omavahel seotud - seetdttu saab voimalikuks kirjeldada keha
poorlemist ithe vorrandiga. Muidugi iiksnes juhul, kui keha kuju ei
muutu. Aga see eeldus oli vajalik ka kulglitkumise korral.

Poorlemise pohivorrandite kirjapanek olekski esimene néide
Newtoni seaduste kollektiivsest rakendamisest. Poorlev keha
jagatakse 10pmata vdikesteks osadeks, mille liikkumist saab
kirjeldada kulgliikumise valemite abil. Neile valemitele lisanduvad
keha koos piisimise matemaatilised tingimused.

Eraldame vaadeldavast kehast tiikikese, mille mass on dmi. Olgu

selle tiikikese kaugus poorlemisteljest * ja mojugu temale joud dF'
Tiikike peaks selle jou mojul hakkama litkuma jou suunas
kiirendusega
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Peaks, aga ei saa. Poorlemine tdhendab, et keha need punktid, mis

asuvad poorlemisteljel, jadvad paigale. Kui meie poolt vaadeldav
titkike liionka telie anthtee neake keha knin mimtima - cee aoa nole

Poorlemise all maistetakse jéiga,
litkkumise kdigus mitte deformeeruva
keha asendi (orientatsiooni) muutust.
Poorleva keha erinevad osad
liiguvad piki erinevaid trajektoore,
kuid sdilitavad oma vastastikuse
asendi.

lso
<

Poorlev keha: iga tiikike dm liigub piki
ringjoonelist trajektoori
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lubatud. Keha kuju séilib vaid juhul, kui tiikike (koos kogu kehaga!)
poordub timber telje, st. liigub risti nii telje kui ka teda teljega
ithendava sirgldiguga. Seetdttu ei mojuta pddrlemist mitte kogu

joud €F', vaid tema see komponent, mis on nii telje kui ¥ -ga risti.

Katsume niitid kirja panna diinaamika pohivorrandi - Newtoni II
seaduse - selle tiikikese kohta. Et kdik need diferentsiaalid meid
segadusse ei ajaks, kujutame, et tegu on "normaalse" punktmassiga
fitja "normaalse" jouga F'. Veel oletame, et joud mojub risti
poorlemisteljega. Selle jou mojul saab tiikike kiirenduse

1.
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kus Fr = Fsinaja aon nurk jouvektori ﬁning tiikikest
pdorlemisteljega ithendava raadiuse 7 suuna vahel. Nagu jooniselt

. S]_nu = ‘— o~ =~
nideme, on aga — r,kus/on jou F'olg. Saame:

lF lF. lF! 1 Af
m m m or o mr.

kus M = Flon jou F moment ette antud telje suhtes.

Katsume siit jouda podrlemise kinemaatika valemis olevate
suurusteni. Poorde ulatust modtis seal poordenurk ¥, mille
esimeseks tuletiseks aja jargi oli nurkkiirus % =‘:‘5’ning teiseks
tuletiseks nurkkiirendus &€ =& = Et poordenurka moddeti
radiaanides (ringjoone kaare pikkuse ja raadiuse suhe!), on

— —1 — 1
pOordenurga suuruseks dp = ds/r = 7ds ning vastavalt £ = 70T
Poorlemise diinaamika pohivdrrand tuleb niitid lihtsalt:

1M 1 1
—— = E——M:;M,

Er =ar = --mf'2

mr
kus I = mr? on meie "tiikikese" inertsimoment.

Katsume leitut iildistada 16pliku kuju ja mdootmetega keha kohta.
Selleks tuleb leida keha kui terviku inertsimoment ja kehale mojuv
joumoment. Inertsimomendi saame, kui liidame kokku koigi
tiikikeste inertsimomendid:

Tyeha = meu = Zm.--rf.

Seda saab teisendada integraaliks, kui keha on {iihtlase tihedusega,
st. valmistatud mingist kindla tihedusega materjalist (puust, rauast
jne.).

Siis

Tiikikese €t liikumist saab kirjeldada

tema kohavektori 'i'-"ning poordenurga ¥
abil. Igal tiikikesel on oma kindel
kohavektor; podrdenurk aga on kdigile
ithine.

Tiikikesele d#mt mdjuv jdud F paneb
poorduma terve keha; arvesse tuleb vaid
selle komponent Fsinea | mis mojub piki
rakenduspunkti litkkumissuunda (trajektoori
puutujat).
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kus @ =mM/V on tihedus ning integraal vdetakse iile kogu ruumala
ning # on tiikikese d¥% kaugus teljest.

Integraali saab arvutada korrapéraste kehade, nagu pdordkehad,
vardad, tasapinnalised plaadid jne. puhul, kui dnnestub iga tiikikese
ruumala anda tema kauguse #ja selle 16pmata viikese muudu
kaudu. Koigil muudel juhtudel peame inertsimomendi médrama

katseliselt, pannes keha kindla jdu(momendi) abil podriema.
Kuidas seda teha? Vihje: meenutage iiht laboritéod!

Milline on joumoment ja kuidas ta tekib, on omaette probleem.
Koolifiiiisikas késitletakse lihtsaimat juhtu - joupaari, mis
moodustub kahest vastassuunalisest, kuid piki erinevaid sirgeid
mojuvast joust.

Tegelikult kujuneb joumoment viga erinevat tiilipi joudude
koosmdjul - olgu néiteks laboritdos trumlilt mahakeriv noor (mille
poolt tekitatava joumomendi suurust on lihtne maéidrata), aga ka
hiidro- vOi auruturbiinile ning elektrimootori rootorile mdjuvad
joumomendid.

Koiki neid mojusid saab vdrrelda lihtsalt ette kujutatava
momendilihiku njuutonmeetriga.

Njuutonmeeter (/Vmt) on joumoment (poordemoment),
mis on ekvivalentne iihenjuutonilise jou poolt tekitatava
momendiga, kui jou ola pikkus on iiks meeter.

Jaiga keha poorlemist iseloomustavate suuruste - jdumomendi ning
inertsimomendi - sisse toomine lubab kasutada poordliitkumise
kirjeldamiseks kulgliikumise valemeid. Paraku ei tee see neid
litkkumisi sarnasemaks.

Kui iihtlane sirglitkumine on vaba oma olemuselt (keha jagunemisel
osadeks jiatkavad need koik liikumist oma esialgsetel
trajektooridel); siis pdorlemisel piisivad keha osakesed oma
ringikujulistel trajektooridel ainult tinu keha koos hoidvatele
sisejoududele. Kui tiikkideks jaguneb iihtlaselt poorlev keha,
lendavad selle tiikid moédda ruumi laiali.

Kiisimus: Kas oskate leida joumomenti juhul, kui joud ei ole risti
poorlemisteljega?

Joumoment on vordeline jouvektori
mooduliga ning jou mdjumissirge
kaugusega poorlemisteljest.

Poorlemise pohivorrand:
Keha nurkkiirendus on
vordeline joumomendiga
ning pdordvordeline
inertsimomendiga.
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Poorlemisintegraalid. Poordliikumisele saab kerge vaevaga iile
kanda ka t60, energia ja liikumishulga mdisteid. Vastavad valemid

&
4 _ omx . F_ oy ¥ orm %,
M = I W = Il - =TI E_I:,
i
e P e ~
T2 mri( 22 me
I e bl ol I
Sk = T4 \= o = 5 I
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AT AF — Allrsl = RaeAd — Alene™ . 1 = B A+ — Alaria)
S ab = alil; = Irar =4aim f"; = far = aimy.

Suurust & = fw nimetatakse poordimpulsiks, ka poorlemishulgaks
ja impulssmomendiks. Siin on nad toodud "lGpmata véikese
ainetlikikese" kohta - aga, nagu diinaamika valemiski, saab neid
summeerida-iildistada 16plike modtmetega keha jaoks.

Ja loomulikult kehtivad nende kohta kdoik kulglitkumises opitud
seadused. Kui poodrlemise kineetiline energia lihtsalt liitub
varasema, potentsiaalset ja kulglitkumise kineetilist energiat
sisaldava avaldisega, siis poordimpulsi jddvuse seadust peetakse
téiesti iseseisvaks liikumisintegraaliks. Ikka selsamal pdhjusel, et
poorlemine ja kulgliikumine pole samastatavad.

Poorlemisvektorid. Lisaks {ilaltoodule eristab podrdliikumist
kulglitkumisest erilise punkti - poorlemistsentri ja erilise sirge -
poorlemistelje olemasolu. Nii jou- kui inertsimoment sdltuvad
poOorlemistsentri ning -telje valikust. Kui vaadelda poorlevat keha
meie tavalises taustsilisteemis (Cartesiuse ristkoordinaadistikus), on
poorlemistsenter méédratud kohavektoriga (nimetame seda poorleva
keha asukohaks ruumis), podrlemistelg aga sellest punktist lihtuva
sirge - poorlemisvektoriga.

Poorlemisvektoriga saab edasi anda kogu poorlemisvorrandi.
Selleks defineerime kolm suurust:

« poéordenurga vektor ?on vektor, mille moodul vdrdub
podrdenurgaga ja mille suund antakse piki poorlemistelge
nii, et keha poordumisel iimber telje kehtiks "parema kée
kruvireegel":

o Kui keha  poorlemissuund  votta  tavalise
(parempoolse vindiga) kruvi poordumissuunaks, siis
thtib  kruvi = litkumissuund podérdenurga vektori
suunaga.

« nurkkiiruse vektor @on vektor, mille moodul vordub
nurkkiirusega ning mille suund piki telge {ihtib p66rdenurga
suunaga, kui nurk suureneb ja on sellega vastassuunaline,
kui pdordenurk véheneb;

« nurkkiirenduse vektor £on vektor, ... (jitkake ise!).

Ka po6drdliikumisel kehtivad
litkkumishulga ning kineetilise
energia jddvuse seadused. Neid on
moistlik esitatada poorlemisele
sobivas formalismis, ehkki sisu on
sama mis kulgliikumisel

Poorlemisvektorite suuna méairab
(parempoolse) kruvi reegel.
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Poorlemisvektorid pole tegelikult diged vektorid: neid ei saa liita-
lahutada, ka ei kehti nende jaoks taustsiisteemi vahetuse valemid.
Neid detaile késitleb jdllegi teoreetiline mehaanika. Et mairkida
erinevust "Oigete vektoritega", nimetatakse neid aksiaal- ehk
pseudovektoriteks.

Aga arvutada nendega saab. Nditeks vdoime podrleva keha mingi
punkti  joonkiiruse (tangentsiaalkiiruse) vektori  avaldada
nurkkiiruse vektori ning vaadeldava keha kohavektori ja
poorlemistsentri kohavektori vahe vektorkorrutisena:

EEXF:EJ}({FP_'FEEL

kus Tpon vaadeldava punkti kohavektor, s aga pOorlemistsentri
kohavektor. Mida kujutab endast vektorkorrutis, vaadake
matemaatika konspektist.

Samasugused valemid saame teha ka poorleva keha suvalise punkti
nihke ning tangentsiaalkiirenduse tarbeks. Tehke seda! Kuidas leida
normaalkiirendust, sellest jirgmises punktis.

Inertsijoud poorlevas siisteemis. Keha poorlemine ei tihenda
midagi, iga tema "tiikike" liigub ikkagi Newtoni (kulgliikumise)
seaduste jdrgi. Ringjoonelisel trajektooril hoiavad teda aine
ehitusest tulenevad sisejoud. "Tikikeste" piitidu sirgliikumise poole
kajastavad inertsijoud, mis on tasakaalustatud sisejoudude poolt.

Koik nad tuletatakse Newtoni II seadusest kujul F = md, kus
kiirendus @viljendab "tiikikese" vastuseisu pddrlemisest tekitatud
trajektoori muutustele. Neid viimaseid on kolme liiki:

« tsentrifugaaljoud on joud, mis tasakaalustab ringjoonelisel
trajektooril  likkuva  keha  normaalkiirenduse.  Et
normaalkiirendus kutsub esile trajektoori kdverdumise ning
soltub keha kiirusest, on tema suurus vordeline nurkkiiruse
ruuduga:

my? 0
= Fy=—— =mwr.
T

Fyy =mayn; an = ry

« Coriolise joud tekib siis, kui mingi "tiikike" peab pdorleva

keha (niditeks Maakera) pinnal vo1 sees liikkuma. Et keha

plitiab oma tangentsiaalkiirust sdilitada, tuleb teda pidurdada

(kui litkumine on suunatud telje poole) voi kiirendada (kui

keha liigub teljest eemale. Tekib litkumisega risti olev
inertsijoud.
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Punkti joonkiiruse leidmine keha
nurkkiiruse ja tema ning podrlemistsenri
kohavektorite kaudu.

Poorlemisvektori praktilisi
rakendusi:

a) poorleva keha mingi punkti
joonkiiruse #leidmine:

= %
b) jdumomendi M leidmine:
M=FxF
Fon jiiga keha punkti
rakendatud joud,
F=Tp — Tts jou rakenduspunkti
ning poorlemistsentri kohavektorite
vahe.
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« giiroskoopilised joud tekivad, kui piilitakse muuta
poorlemistelje ruumilist orientatsiooni. Nagu eelmiste
joudude korral viib ka telje pddramine "tiikikste" trajektoori
muutmisele. Et igale tiikikesele vastab teisel pool telge
samasugune, kuid vastassuunas liikuv tiikike, tekib siin
inertsijoudude paar (seepérast ongi need joud mitmuses!),
mis pliiiab telge "0digeks" pdorata. Kui keha podrdimpulss on
suur ja joud viike, jadb tema moju méarkamatuks: poorlev
keha séilitab oma ruumilise orientatsiooni. Kui joud on suur,
hakkab keha pretsesseerima - tema telg p6ordub ruumis,
aga mitte mdjuvate joudude suunas, vaid nendega risti.

Tehnoloogias on olulised tsentrifugaal- ja giliroskoopilised joud,
kuna nende moju seab piiranguid pdorlevate masinaosade ehitusele.
Pohjalikumalt tutvute nendega mehaanika kursuses.

Poorlemise tiiiibid. See, millest siiani juttu, voiks kanda nime
"podrlemine teljel". Me oletasime, et poOdrlemistelg on ette
médratud ning koik meie poorded toimusidki selle kindla telje
iimber. Polegi véga vale, kuna enamikus tehnilistest seadmetest on
poorlemistelg fikseeritud volli voi laagrite abil.

Veeremine. Loodus ei tunne ei volli ega ratast - molemad on
inimese véljamdeldis. Kiill aga esineb looduses - ja {iisna tihti -
ndhtus, mida nimetatakse veeremiseks. Veerev keha liigub
itheaegselt nii poodrlevalt kui kulgevalt, seejuures jddb tema
toetuspinnaga kokkupuutev osa viimase suhtes paigale. Veeremise
abil iletab loodus hddrdejoudu: takistus veeremisel puudub, kuna
pindade omavahelist nihkumist ei toimu.

Kui veerev keha on telgsiimmeetriline (ratas, silinder, kera), liigub
poorlemistelg kulgevalt, toetuspinnaga kokkupuutes olev osa seisab
(toetuspinna suhtes) paigal, selle vastaspunkt aga liigub teljega
vorreldes kahekordse kiirusega. Kui arvutada sellise veereva objekti
kineetilist energiat voOi liikkumishulka, ei tohi unustada ka
poorlemist. Nditeks saame veereva silindri kineetiliseks energiaks

mv?  Jw?
By = 0 4%
kin =5~ T3
ning arvestades, et silindri puhul I = mr® 2 jaw =uv/r,
m? 2 (2 me? mw? 3,
+ 2= =

2 2 4 4

O

Analoogiliselt arutledes saame litkumishulgaks

p=mv+lw=...

Poorleva keha kéitumise méddravad
inertsijoud, mille tekkepohjuseks on
Newtoni I seadus - keha osade ptiiid
sdilitada iihtlast sirgjoonelist
litkumist.

v=0

Veeremine: ratta alumine punkt seisab tee
suhtes paigal, lilemine liigub kahekordse
kiirusega.

Veeremine: keha kulglitkumise
kiirus v on vordne veereva keha
raadiuse r ja poorlemiskiiruse
korrutisega.
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- aga arvutage parem ise. Ja piilidke vilja mdelda, mis saab
litkumishulgast kui vektorist.

Ning veel iiks kiisimus: kumb veereb madest alla kiiremini, kas
iithtlase tihedusega monoliitne silinder v3i ddnessilinder?

Vaba keha poorlemine. Kuidas hakkab aga péorlema keha, mis
pole kusagilt kinnitatud ega toetu ka pinnale? Nditeks sputnik,
lennuk voi helikopter.

Et keha hakkaks poorlema, peab teda modjutama joupaar - kaks
vastassuunalist vordset joudu, mis ei mdju piki sama sirget. Kdige
lihtsam on teha rida katseid, visates Oohku néiteks risttahuka ja
pannes ta samal ajal poorlema. Juhime tdhelepanu kolmele faktile:

1. Poorlemine ei soltu sellest, kas joupaar rakendub telje suhtes
siimmeetriliselt voi mitte;

2. Vaba keha poorlemistelg ldbib alati masskeskme;

3. Stabiilne pddrlemine on vdimalik ainult kdige pikema voi
koige lithema telje iimber.

Ka selle kohta on teooria. Ukskdik missuguse kujuga keha jaoks
saab arvutada nn. inertsiellipsoidi - kolmeteljelise iihtlase
ainejaotusega ellipsoidi, mille inertsimomendid {ikskdik millise
(masskeset ldbiva!) telje suhtes on vordsed modelleeritava keha
inertsimomendiga sama telje suhtes. Selle ellipsoidi kolm peatelge
madravadki vaba keha stabiilse poorlemise oleku: keha saab
poorelda vaid nende kahe telje iimber, mille suhtes tema
inertsimoment on kas minimaalne (mudelellipsoidi pikim telg) voi
maksimaalne (liihim telg). Kui sundida vaba keha podrlema mone
teise telje timber (rakendades vastava suunaga joupaari), votab keha
parast moningat laperdamist ruumis orientatsiooni, kus pikim/lithim
telg on pooratud paralleelseks pddrlemist esile kutsuva joupaari

= =
momendivektori M = x F suunaga.

Miks nii, kuulub teoreetilise mehaanika korgema pilotaazi
valdkonda. Vaite edasi moelda. Annan ka vihje: lahendus peitub
(potentsiaalse?) energia miinimumi lauses ja (poord)impulsi jddvuse
seaduses. Keha lihtsalt ei saa teisiti pdorelda.

Viga kasulik seadus. Selle abiga stabiliseeritakse kosmilisi
sidesatelliite.

Kokkuvotteks: poorlev likkumine on &ddrmiselt keeruline, kdigi
iiksikasjade suhtes puudub fiilisikutel tdnaseni iiksmeel. Et ta on
samal ajal nii looduses kui tehnikas vdga levinud, tuleb tema kohta
kdivaid teooriaid votta tdie tosidusega.

a>b>c

Inertsiellipsoid: pikima telje a suhtes on
inertsimoment minimaalne, lithima telje ¢
suhtes maksimaalne.

Stabiilne poorlemine on vdimalik
vaid nende poorlemistelgede korral,
kus poorlemise kineetiline energia
on antud podrlemiskiiruse juures
ekstremaalne.
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