Loeng 5. Jouviljad

Ulemaailmne gravitatsiooniseadus. Newtoni mehaanika iiheks
suursaavutuseks loetakse gravitatsiooniseaduse formuleerimist.
Mbonede ajaloolaste arvamuse kohaselt oli just juhuslikult pédhe
tulnud idee {iilemaailmsest kiilgetdmbest see, mis drgitas teda
"Matemaatilisi printsiipe" kirja panema.

Tosi on see, et juba 22 aastat enne "Printsiipide” ilmumist, aastal
1665 avaldas Newton (oli siis kdigest 22 aastat vana!) arvamust, et
planeetide litkumist juhivad raskusjouga sama tiilipi joud.
Planeetide kohta kéivad Kepleri seadused avaldati aastal 1619,
kehade vaba langemise seaduse (koik kehad langevad iihesuguse
kiir(end)usega soltumatult nende kaalust) avastas umbes samal ajal
Galilei. Legend Newtonist, taevas paistvast Kuust ja kukkuvast
dunast on hésti tuntud ja lisna tdepérane.

Niisiis:

Mistahes kaks keha tombavad teineteist jouga, mis on
vordeline nende kehade massidega ja poordvordeline
nende vahelise kauguse ruuduga.

Mida see tdhendab? Maa tombab iihteviisi nii Kuud kui 6una; Kuu
ei kuku alla selle pérast, et litkudes (Kepleri méairatud) orbiidil,
kukub ta kogu aeg Maakerast méoda (trajektoori kdverusraadius on
vordne Kuu kaugusega Maast (Maa keskpunktist). Trajektoori
koveruse pohjustab normaalkiirendus (kesktombekiirendus), mis on
arvutatav  Kuu kaugusest ja tiirlemisperioodist. Kesktdmbe-
kiirenduse ja vaba langemise kiirenduse vahekord mééirab tdmbejou
soltuvuse kehade vahelisest kaugusest, ja kdige paremini sobib
sinna kahanemine (pdord)vordeliselt kauguse kasvu ruuduga. Kui
oun tormaks maapinna kohal kiirusega 8 kilomeetrit sekundis, ei
kukuks temagi alla, vaid teeks maakerale poolteise tunniga ringi
peale. Kuu asub Maa tsentrist 60 korda kaugemal kui maapind
(380000:6370) ning kui temale mojuv joud oleks 3600 korda
viiksem, teeks ta tdistiiru tdpselt 27.5 pdevaga.

Paraku arvati 1665.a., et Kuu kaugus Maast on 200000 km. Valem
ei klappinud ja Newtonil tuli oodata 20 aastat, enne kui astronoomid
oma vea parandasid.

Jadb iile leida veel vordetegur. Et astronoomidel oli "valemi
hidlestamiseks" terve Péikesesilisteem, saadi selle leidmisega ruttu
hakkama. Juba Newton teadis, et kordajaks on 6.67 -10 "'Nm’kg™>.

Mnuidnoi ali tollearocete ithiknte idroi ka kanctandil teine vaartneg
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Ulemaailmse gravitatsiooniseaduse
formuleeris Isaac Newton 1665.
aastal.

Esmakordselt avaldati seadus
"Loodusteaduse matemaatilistes
printsiipides"” aastal 1685.

Maapealsete kehade korral on
gravitatsioonijoud kaduvviike ja
tema modtmine nduab iilitdpset
eksperimenti.

Maast "moodda kukkuv" Kuu: kuna maapind
on kumer, ei joua tema poole langev keha
kunagi kohale.



Et tegu on didrmiselt véikese arvuga (kaks tonnist tinamuna
tdmbavad teineteist meetri kauguselt jduga 6.65 -10 ° N ehk 6.7
milligrammi!), dnnestus gravitatsioonikonstandi mairamine laboris
alles 120 aastat hiljem (H. Cavendish, 1798).

Radgime sellest nii pikalt selle parast, et gravitatsiooniseaduse
avastamine (sOnastamine?) on tegelikult Newtoni fiiiisika
solmpunkt. Nii gravitatsiooniseadus kui Newtoni II seadus
(inertsiseadus) seovad vastasmdju parameetri - jou - kehade
sisemise parameetri -massiga. Molemas valemis joud on
vordelises soltuvuses massist:

M
F:-‘}f—: (Tr—z)m = F = gm.

Kui need joud vordseks lugeda, taandub vaadeldava keha mass m
vilja ning keha kiirendus saab soltumatuks keha massist. Nii
realiseerub Galilei tdhelepanek kehade vaba langemise kohta.

Miks need massid (inertne ja gravitatsiooniline) vordsed on, selle
kohta Newton "hiipoteese ei piistita". Ka tunnistas ta, et sellist seost
pole voimalik tuletada iihestki teisest flilisika seadusest. Masside
vordsust on korduvalt kontrollitud, iiheteistkimne numbrikoha
ulatuses on nad samad. Vaba langemise seaduse formuleeris
A. Einstein 1916.a. nn ekvivalentsusprintsiibina:

Raske ja inertne mass on ekvivalentsed;
pole olemas fiiiisikalist eksperimenti, mis voimaldaks
nende vahel vahet teha.

Ekvivalentsusprintsiibil rajaneb ténapdeva valitsev gravitatsiooni-
teooria - iildrelatiivsusteooria. Selle jargi pole inertsiaalne (iihtlane
sirgjooneline) litkumine pohimdtteliselt eristatav koverjoonelisest
(kiirendusega) liikumisest gravitatsioonivéljas. Einstein formuleeris
selle samaviddrsuse ruumi koverdumisena massiivsete kehade
ldhedal.

Keerulise matemaatikaga teooria on sisemiselt kooskodlaline,
igapdevaelus vajadus tema kasutamiseks puudub - Newtoni teooria
on siin piisavalt tdpne ja mirksa kergemini rakendatav.

Gravitatsioonivili. Gravitatsiooniseadus kirjeldab vastasmdju, st.
valemist arvutatud joud mojub molemale (vastasmdjus olevale)
kehale. Et litkumisvorrand kirjutatakse tavaliselt kindla keha jaoks,
on otstarbekas eraldada iiks kehadest (see, mille liikumist ei
vaadelda) kui gravitatsioonivilja allikas; teise keha liitkumist
vaadeldakse-rehkendatakse siis allika  poolt tekitatud
gravitatsioonivdljas.
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Sama fiilisika keeles: trajektoori kdverdav
kesktombejoud on vordne raskusjouga.

~4

Tdmbejou vektorkuju: kehale B mdjuv joud

-
F on vastassuunaline kohavektoriga .



Kuna litkumise uurimine eeldab nagunii taustkeha olemasolu,
voime lugeda selleks vilja tekitava keha, nii, et taustkeha ja vilja
allikas moodustavad liikkumise kirjeldamiseks vaja mineva
taustsilisteemi - nditeks on ortonormaalne reeper, kus vélja allikas
asub koordinaadistiku nullpunktis. Teljed voime suunata suvaliselt.

Liikuv keha, mille asukoha médrab kohavektor ¥, on niiiid
gravitatsioonilises vastasmojus taustkehaga. Temale mojub
gravitatsioonijoud, mis on suunatud taustkeha - koordinaatide
alguspunkti poole. Sellist joudu on lihtne kirja panna:
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Sulgude ees olev liige (Newtoni gravitatsioonivalem) midrab jou
suuruse, sulgudes olev (iithik)vektor aga selle suuna. Et kohavektori
suund on tdmbejoule vastassuunaline, tuleb iihikvektori /7 ette
miinusmirk. Ndeme, et vaadeldavale (proovi)kehale mojuv joud
s0ltub ruumikoordinaatidest, st. tegu on jouviljaga.

Valemist on ndha, et igale litkuvale kehale mdjuv joud soltub selle
keha massist. Seda liikkumisvorrandi seisukohalt ebamugavat asjaolu
saab kergesti korvaldada, defineerides vélja iseloomustava suuruse -
viljatugevuse:

Gravitatsioonivilja tugevuseks nimetame jouviljas
olevale kehale mojuva gravitatsioonijou suhet selle keha
massiga:

Kehale mdjuvat joudu on niitid lihtne arvutada: tuleb vaid keha
asukohale vastav véljatugevus korrutada keha massiga.

Litkumisvorrrandit teha on veel lihtsam: kuna keha kiirenduse
leidmiseks tuleb leitud joud (uuesti) massiga jagada, siis

gravitatsioonivilja tugevus antud punktis on nii suunalt kui
vddrtuselt vordne selles punktis asuva keha kiirendusega.

Saime viga mugava valemi. Koordinaatides viljendatuna:
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a, ja a; avalduvad samamoodi.
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Viljatugevuseks antud punktis
nimetatakse seal asuvale iithikulise
massiga kehale mojuvat joudu.

Liikumisvorrandi koostamiseks on
otstarbekas tihendada teiste kehade
mojud ning avaldada saadud joud
kohavektori (ruumikoordinaatide)
funktsioonina



Kui vilja tekitavad mitu (punkt)allikat, tuleb viljatugevused
summeerida. Seda vOime teha nii vektorite kui koordinaatide
tasemel.

Mida aga teha siis, kui allikas polegi punktallikas? Siis ldheb
integreerimiseks, aga sellest tdpsemalt elektri-osas.

Poordruutsoltuvused. Kui 10puni tédpne olla, ei kehti
gravitatsiooniseadus iilaltoodud kujul mitte igasuguste kehade, vaid
ainult nn. punktmasside kohta. Punktmass kui arvutusi lihtsustav
eeldus on laialt kasutatav kulgliikumise diinaamikas, kus keha kuju
ja mootmed pole olulised, kuna poordlitkumist ei vaadelda. Téapselt
defineerituna

punktmass on keha, mille mo6tmed pole antud iilesandes
olulised ja mida seet6ttu voib vaadelda punktina, kuhu
on koondunud kogu keha mass.

Gravitatsioonivéljas on punktmass vélja allikaks. Fiiiisikas pole see
ei esimene ega ainuke punktallikas. Valgusdpetuse - optika -
fotomeetria-osas defineeritakse punktallikas, mille poolt esile
kutsutud valgustatus kahaneb (poord)vordeliselt kauguse ruuduga.
Sama seaduse kohaselt kahaneb ka elektri- ja magnetviljade
tugevus.

Jaab mulje, et kdigil neil juhtudel on tegemist teatud ruumipunktist
kiirguva modjuvooga, mis ruumi hajudes jaotub iiha laiemale
pinnale. Et allikat timbritseva sfaéri pindala on vordeline raadiuse
(tsentri kauguse) ruuduga, jaguneb tsentrist ldhtuv (energia,
moju)voog kaugusega vordelisele pindalale.

Kui lugeda mdju modduks pinnaiihiku kohta tulev voog, saamegi
moju  kahanemise  podrdvordeliselt  kauguse  ruuduga -
poordruutséltuvuse (ingl. inverse square relation).

Viidetavalt  kajastub  podrdruutsdltuvustes  reaalse  ruumi
kolmemoodtmelisus. Valguse ndrgenemise seletusena on see omal
kohal, miks aga kehtib (ja kas alati kehtib?) sama seadus jouviljade
korral, pole nii endastmdistetav.

Kaasaegne jouviljade kvant-teooria tuletab pdordruutsdltuvuse
sootuks  teistsugustest  printsiipidest. = Praktilise = rakenduse
seisukohalt on tegemist matemaatiliselt &irmiselt ebamugava
diferentsiaalvorrandiga

F%:—TM,

millele algebralise lahendi leidmine Onnestub vaid lihtsaimatel
juhtudel. Onneks on seda tiiiipi vorrandite numbriline (ligikaudne)
lahendamine arvutis suhteliselt kerge tilesanne.
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Newtoni iilemaailmse tdmbejou
valem kehtib tdpselt ainult
punktmasside korral

et lambist kiirguv valgus jaotub jéarjest
suuremale pinnale, kahaneb pinna
valgustatus (poord)vordeliselt kauguse
ruuduga - niisamuti kahaneb ka
gravitatsioonijoud.



Potentsiaaliviljad. Nii gravitatsioonivélja kui teisi jouvélju on
voimalik esitada ka vilja paigutatud kehade potentsiaalse energia
abil. See lihtsustab rehkendamist, kuna erinevalt joust on
potentsiaalne energia skalaarne suurus, pealegi on tema valem -
viahemalt poordruutsdltuvuste korral - lihtsam kui jouvéljade oma.

Too gravitatsioonividljas. Vaatame lihtsat {lesannet, kus
punktmassi gravitatsioonivdljas liigub piki mingit trajektoori
proovikeha massiga #:. Kehale modjub tsentrisse suunatud
gravitatsioonijoud Fy = Eg-m  Ljikumisel punktist A punkti B
teevad gravitatsioonijoud t60:
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Kuidas sellest vorrandist aru saada? Integraali aluse avaldise lugejas

on vektorite skalaarkorrutis 7dr. Kui see niiiid tuimalt piki
koordinaate lahti kirjutada, tekib vorrand, millega me midagi peale
ei suuda hakata. Kui aga natuke mdelda...

Kuidas tsiteeritud korrutis tekib? ¥ tuleb jou valemist (vastab
suurusele F t66 valemis). Kohavektori 1dpmata viike muut dr
etendab tee pikkuse (nihke) osa. Nagu varem dpitud, on "t66 vordne
keha poolt ladbitud tee pikkuse ja jou liikumissuunalise
projektsiooni korrutisega". Skalaarkorrutis seda tdhendabki: iihe

vektori korrutis teise vektori projektsiooniga esimese suunale.

Kumb kummale, on matemaatiliselt iikspuha. Matemaatiliselt on
vdr = rdr , {ikskdik, mida ja mil viisil me projekteerime. Joonisel

on dr projekteeritud ¥ suunale ja sama vdime teha kdigi
analoogiliste liidetavatega integraalialuses "summas".

Niitid 1dheb kiiresti. Integraal skalaarkorrutisest muutub lihtsaks
ithemdotmeliseks (méératud) integraaliks piki raadiust:

e re
rdr dr 1 1
A:—TMmfF=—-1Mmf§=—7Mm(———).
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Mida see meile litleb? Kdigepealt seda, et

gravitatsioonijoud on konservatiivne, tema to0 ei soltu
litkkumisteest, vaid ainult alg- ja 1dpp-punktist.

Jarelikult voime tehtud t66 samastada potentsiaalse energia
muutusega.
Ja loomulikult tuleb arvestada margireeglit:

potentsiaalne energia kasvab, kui t66 on negatiivne, st
keha liigub vastupidiselt vélja suunale.
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-:5.55:. A =-ﬁjg Cosx :,ﬁj"

Gravitatsioonijou to0 ei soltu litkumisteest.




Nieme, et kui ¥ = 00, siis &/ = i, ise seejuures kasvades. Keha
eemaldumisel vélja allikast energia kasvab ... kuni saab nulliks!

Siingi on matemaatiline véljapdds: tuleb kokku leppida, et
potentsiaalne energia vidhemalt poordruutsdltuvusega viljades on
negatiivne. Ainult sel teel saab vastuolu lahendada.

Meenutame, et tegelikult on médratud vaid potentsiaalse energia
muut. Kui tahame saada valemisse kindlaid arve, tuleb energia
vadrtus mingil kaugusel ette anda. Pracgu me normeerisime energia
nulliks 10pmata kaugel allikast. Seegi maddrang kolbab - ja on, nagu
jargnevalt ndeme, darmiselt otstarbekas.

Potentsiaalivili ja jouvéli. Nagu jou arvutamisel voime ka siin
eraldada vélja allika vaadeldavast kehast. Selleks toimime
analoogiliselt viljatugevuse defineerimisega: jagame potentsiaalse
energia vaadeldava keha massiga.

Tekkinud vidli - nimetame teda potentsiaaliviljaks - kuulub
tevenisti allika juurde. Vaadates mingi teise keha litkumist, saame
leida selle poolt tehtava t60, korrutades potentsiaali muudu
vaadeldava keha massiga.

M
A=m(pp—pa) =mlyp,  p=7.
Jouviilja seos potentsiaaliviiljaga. Nagu ndeme, on t66 arvutamine
potentsiaali abil lihtne. Sellega potentsiaaliarvutuse head omadused
aga ei piirdu.

Votame gravitatsioonivilja potentsiaali avaldisest tuletise * jirgi.

Saame:
dy d1 1 M

Néeme, et potentsiaali tuletiseks piki raadiust on viljatugevus. Ja
iimberpdordult - potentsiaal on véljatugevuse integraaliks.

Et asi ei jadks liiga lihtsaks, tuletame meelde, et erinevalt
potentsiaalist on viljatugevus vektor, st. teda iseloomustab kindel
suund.
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Punktmassi potentsiaal. Mida kaugemale
viia keha B, seda rohkem tuleb teha t66d ja
seda suurem on potentsiaalne energia.

Kuna potentsiaal loetakse nulliks
1dpmata kaugel allikast, peab ta
(vdiksematel kaugustel) olema
negatiivne.

Kuna potentsiaalse energia muut on
vOrdne todga (integraal jou ja nihke
korrutisest), peab joud vorduma
potentsiaali tuletisega.



Meie ndites on kiill juba teada, et joud mojub koordinaadistiku
alguspunkti (vilja allika) suunas. Uldjuhul ei tarvitse see nii olla.
Naiteks kui meil on kaks vilja allikat ja need mdlemad mdjutavad
vaadeldavat keha.

Piiiame tabada probleemi sisemist loogikat. Viljatugevus on
potentsiaali tuletis tee pikkuse (tdpsemalt nihke) jérgi. Ta on vektor,
jarelikult peab tal olema suund. Kui keha liigub selles suunas, on
temale mojuv joud samasuunaline nihkega. Sellisel juhul peab
potentsiaal muutuma kdige kiiremini, kuna t66 valemisse kuuluv
lige cos{Z{F.dr\Yon siis maksimaalne, vérdudes iihega.
Viljatugevus peab olema suunatud sinna, kus potentsiaal muutub

koige kiiremini.

Kasutame diferentsiaalarvutust. Potentsiaali muutus (tihikulise
massi nihutamisel tehtud t66) on 16pmata viikesel nihkel € vordne

selle nihke ning véljatugevuse E skalaarkorrutisega. Koordinaatides
saame:

de = Ef = Eydz + Eydy + E.dz,

mis pole midagi muud, kui litkumine I&htepunktist 16pp-punkti piki
murdjoont. Et konservatiivsete joudude korral t66 suurus
litkkumisteest ei olene, on tulemus "otse minekuga" samavéérne.

Teeme veel iihe matemaatilise nipi. Potentsiaal ¥ on skalaarvili,
seega kolmest ruumikoordinaadist ¥»¥>Zsgltuv funktsioon, teiste
sonadega kolme muutuja funktsioon. Tema tiisdiferentsiaal avaldub

_Op,  Bp . By
dw_a_zit+$dy+a_d

Mida me ndeme? Aga seda, et viljatugevuse vektori Ekoordi-
naadid on vordsed potentsiaali  osatuletistega  vastava
ruumikoordinaadi jérgi. Seega on véljatugevuse vektor

3_’,0# 395'-1 399
= Bz t+3y3 3z —k,

ehk, kasutades vektoranaliiiisi simboolikat:
E= gradep.

Matemaatikud loevad seda nii: viljatugevus on potentsiaali
gradiendiks.
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Vilja kui ruumifunktsiooni tuletist
koordinaatide jargi nimetataks
gradiendiks.

Jouvilja valemi leidmiseks on tihti
lihtsam leida potentsiaalivélja valem
ja votta sellest tuletis (gradient).



Sellega nad aga ei piirdu. Nad defineerivad vektori %, mille

8 8 8
koordinaatideks on osatuletiste margid %= 8y* & ning panevad
gradiendi kirja kui selle vektor(operaator)i skalaarkorrutise

potentsiaaliga:

eall

LY
=

ning arvavad, et seda on kergem meelde jitta.

Aga aitab selleks korraks.

Potentsiaalse energia miinimumi lause. Tuleme veel kord tagasi
teisel loengul masinate juurde. Mdlemat pani kdima raskusjoud,
seega vois ka neid siisteeme iseloomustada potentsiaalse energiaga.

Teades, et potentsiaali tuletiseks on véljatugevus, voime viita, et
kehale mdjuv joud on potentsiaalse energia tuletiseks. Niisiis: kuna
tasakaaluolekus peab kehale (siisteemile) mdjuv joud olema null, on
nulliga vordne potentsiaalse energia tuletis.
Siisteemi tasakaaluasend on tuletatav
Korgemast matemaatikast on teada, et funktsiooni tuletis on null potentsiaalse energia miinimumi
seal, kus funktsioon omab ekstremaalset (maksimaalset voi lausest.
minimaalset) véirtust. Seega on siisteem tasakaalus parajasti siis,
kui tema potentsiaalne energia omab maksimaalset voi minimaalset
vaartust.

Poorlevat siisteemi uurides leidsime, et tal oli kaks tasakaaluasendit,
iiks neist (alumine) oli piisiv, teisest (lilemisest) ldks siisteem vilja
juba viikese hdirituse tagajérjel. Proovime seda hinnata
potentsiaalse energia tuletiste abil.

Votame potentsiaalsest energiast teist jarku tuletise - see on jou
(esimene tuletis!) tuletis nihke jiargi Kui see tuletis on negatiivne,

kutsub nihe esile jou, mis on suunatud nihkele vastassuunas.

Sellist joudu nimetatakse taastavaks jouks ja ta piitiab siisteemi
tasakaaluasendisse tagasi viia.

Sellist tasakaalu nimetatakse piisivaks tasakaaluks.

Kui teine tuletis on positiivne, tekib nihkega samasuunaline joud ja
tasakaal kaob.
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Mida oeldakse teist jarku tuletiste kohta? Matemaatilises analiilisis
tdhendab negatiivne teist jérku tuletis funktsiooni maksimumi,
positilvne miinimumi. Meie seade peaks selle loogika jargi
puiidlema maksimaalse potentsiaalse energiaga asendi (iilemise

"surnud punkti") poole.
p )p £ 17y EZ
Millest niisugune absurdne jareldus? hz
h
Moelge. Annan vihje: vaadake margiprobleemi! 1
Seniks aga potentsiaalse energia miinimumi lause: ; 2
Siisteem on piisivas tasakaalus parajasti siis, kui tema 'p
potentsiaalne energia on minimaalne. 1
See on loodusseadus: kdik mehaanilised, fiilisikalised, keemilised U1 = mgh1 Uz = mghz

jne. siisteemid piilidlevad minimaalse energiaga seisundi poole.
Mehaanilised siisteemid on neist kdige lihtsamad, edaspidises
tutvume ka keerulisemate siisteemide diinaamikaga.

Abiks iilesandele: "murtud kangi"
tasakaaluasendi arvutus potentsiaalse
energia tuletise abil.

Lopetuseks iilesanne: ndidake, et ka meie teise masina
tasakaaluseisund on tuletatav potentsiaalse energia miinimumi
lausest!
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